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3a^c 1839 fc^rie& itt ©crfaflec eitieti ftttaen 
Setefabeti für (ett SBot^ag ber p^em Sfititfpft^ tinb 
§6^em ©eötnetrie ittib im ^a^t 1840 einen fofctjen 
Settfaben für ben ^i^tevag ber anal^tifc^en i&Iec^antf ; 
beibe famen aSev nidjt in ben S3n(^^anbe(, fi^nbem 
waren gunac^f} für bie SSov(t&ge be$ $8etfaffen( an 
bet ^iefigen ^ftinifllic^n meintgeen Sfttttterie« unb 3[n« 
9eniettr«@(^tt(e bt^immt, meieret betfelbe bie fSlann« 
fctipce äberga^, unb auf beten .^ojien bet S>mc( 
i>etan(aßc toutbe* (Sine SBecänbetnnis an bet genann« 
ttn 9lnfidt, n>obnt(^ bet SBotttag eine gti^ete 9lu$' 
begnung et^aben tmn, unb bet Umfianb^ baß bet 
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ttt ^etfalJei: beii)e au(^ fuc feine ^ottr&ge an ^ie 
S3er9'S(et>en jum ©tunD tegte^ gab tie Seran(a|fung 
bec Umatbeimng un^) emecfte btn (£n(f4{(up^ tiefe 
toenigen 93o0en ^etdffenttt<^em 
^erßn, im ge^tuatr 1842. 
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^ei^enipta^t. t>oti ben nnbeflimmUn 

§. i. 

S5eaeic|nrt P mm auf irc^cnb eine Slrt mtd beit Sitd^flaBen 
a, b, c . . » . X, y, z gebifbetcn 5(u6bru(f , fo bap bcr SBertl; 
))on P ahf^änqjiQ ifl »oti ben Süetü^n, ml^e man ben 8ucl^ 
ftdüm a, b, c X, y, z BeÜcöt, fo wirb P eine gunctton 
»Ott a, b y, z genannt, nnb bü^ ivirt) atigemein burc^ 
P.,i»*..,7,» ober P « Pa,b»...y,. onjeieigt 3e naci^ ber gorm 
einer fold^en Function toirb blefel^e algebratfd^, rationaf, 
{rtationaf, tran^cenbent, qani, gebrcdhen imb jttjar 
äci)t ober unä^t gihtof^m, genannt <5mb für einige bie^ 
fer Sud^flaben, etn)a fithr c, d x befiimmte Ueibenbe Sßer^ 
iljc ßiu\U)(t, n)df)renb bic übrigen a, b, z iiodf) ßanj unbe^^ 
ftimmt unb koiUlü^riic^ iu anii)len, gebadet ^i^crben, fo nennt 
man erßere d, x befi&nbig, uttt)erdnberU€l^ ober 
eonfiant^ leitete a, h, y, z t?eränber(icl[) ober i^ariabeT 
unb fd^relOt blod P., i»,y,. ober F = P., b,y, « . 3ur llntcr|'d)ei^ 
bnng toerben bomt nod^ a, h, y, z ur»ariabe( unb P af>x 
l&angig ijariabel genannt 

^at man eine ©(eid&ung 3tt)ifc(ien awei ober meieren SSer* 
dnberlidf^en v, v, benft fic^. aKe ®tieber berfelben au/ eine 
Seife gebrad^t unb beaei($net ben entflanbenen 9u0bru<f burd^ 
P, fo ba^ bie ©lei^ung fel6ft burd^ P„/ w =■ 0 au^subrücfen 
i^, unb ßeltt fid^ bann eine ber aSerAnberiid^en, ettoa «, ent« 

1* 
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toidcit öor, fo tfl baö ^efultat burd^ u^^^ ober u «= Uv, w 
mt^gebrüdft unb biefer ttu^brud l^ei^t bmin eine unmitteC^ 
bare ober er^jücite guiiütou ^on v, iDcId;e ou6 ber ur* 
fi)rmiglid)en ^ertoirfeUen ©leid^ung P., ^ » 0 l^erüorgel^t, 
unb in bann w aU bie nn)aria((en, n old bie a^^ 
I^Ängig AjariaMe .erfd^eint. 

^at man jioei ©leid^untjen ^tpifc^ett bret ober me^rern 
SSariabien, dxoa ^'0 unb B,,, » 0, fo bofi au6 ber er' 
peren z « Zy , auö ber utt^eiten y « y« enttvicfelt benfen 

fo iß bann nüiaibar ober im))Ucit aud^ z eine gunction 
))on X, unb biep n>irb angezeigt burd^ y(«) ober y » y^.), 

@nll^&(t ein ttudbnuf P ben 9ud^{}a(en h gar ntd^t, tot* 
ber unmittelbar nod^ mittelbari fo fagt man; P ift h 
conßant. 

aSBlK man attjtic|en, bafi in tine Function s » Sy,, üter« 

att n?o y f^e!?t, a imo hh> x flct)t, bafür x k c^cfeiAt merben 
foU, fo ^eigt man biep burc|^ l^,*h,*+k ^^^^ ^^^^ 
2«, «4-% an. 

§. 2. 

©offen bie Reiben tjan^eit rationalen Functionen "oonx, ndm* 
lic^ a-f-bx -f. cx'-f-dx^ imb «-+-/^x-Hyx*-f-(yx' ...» 
für jeben Skrtl^ i»on x aUemal ®(e(el^ed iiefem, fo müffen bie 
Coeffieienten gleidj^er ^otenjen öon x, $aar unb $aar einanber 
gleid) fein, alfo a = b = U. f n>. 

Seibe Siethen loärben, ^r x « 0, SSerfe^iebened liefern^ 
toenn nid^t a « n>Are, bal^er mup a s « fein, unb e^ Hei(l 
nur bie 33ebingung übrig: ' 

bxH-cx*H-..., — /?x-i-yx*-i- mtdiKi burd^ x biDi* 
biri, in bie 

b + cx 4- .... =z ß ^ yx-h .... übergeljt, ttjorauö ipie 
oben, folgt, baß aud^ h ^ ß fein nmf, u. f n>. 
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S)iefer bfent §u mond^erlei Umformungen n)ie foU 
genbe ©eifpiele geigen, inöbefonbcre ift er für Uc ^t'nv>anblung. 
einer ^Ato^mn %imäm in $arttai6ru4^ onmctibbari loovon 
§. 3. f)anMt 

eeif))ie(e. 

1. S){e 4d[>t gebrod&ene gunction »on j—^ in eine 

QviUiC guncticii i>cn x iiiinnformen; b. h. bic Cotfruicntcn 
c u* f* U)« bcr ^^s^ittgung gcmap 5U beftimmen, ha^ 

4 

^ sat a + i)x -f- cx' 4- dx' u. f. tt). Mxit, für jebeit 

X X 

2)iefe S3cbmßung39reidf)ung mit 1— x multipUcirt, gieSt 
1 8s a + Cb — a)x-i-(c — I))x* -H (d— c)x^ -i- .... 

itnb alfo mup 
a =- 1 
b-a « 0 
c«-b » 0 

d— c =s 0 u. f. \\\ iverben, n)orauö 
a « 1^ b = 1^ c » u, f. tt). alfo 

i ^ 

8 l-i-x + X^-Hx'-f- U. f. tO, folgt. 

3. 2)ie Ad^t ge^rod^ene gundon ))on «r ^ in ^^ne nadf^ 
$oten^en soon a — b forifc^reitenbe um^uformm. 

j^^a-b a 9^^"^"^"' ^^^^^ f^' 
^ J t)ie SRei&e j-^ Ca-b)+^(a-.b)* f. tt). 

3. SDle ©leid^ung x » T-^+^-^ f- ^- fr 

itmittformett, baf y M eine gan^e Function loon x er^ 
fc^einl, b. 1^. bie gegebene 9lei^>e um^ufe^^ren. 



uiyiii^ed by Google 



aBirb y a» ax + bx* -f- cx* -f- u» f» tt). gefegt, unb 
biefa 5iu0brucf für x in bie gegebene ©ltndj)ung ful)|'tü 
iuitt, fD ergiebt jid^ tt)enn imter (n) ba^ ^vobud o^Icr 
ganten ßaf^kn »on 1 n t>erfiaiibm 



4. [üü V a -i- b X in eine gon^e tationak gunction t)on 
X umgeformt koerben* 

Sluö y a -h bx = t£ -f- /9x -f- f. ercii'ebt 

f\^, mnn man biefe @leid()ung ^u))orberft quabrirt, unb 
bann bie Soefficicnten gleicher ^oten^en )>i>n x; einoitbct 
glcid; feftt 

5. 2)ie undd^t gebrod^ene gunctton )>im x, ndmtU^ j in 

midier z.eme ganje rationa(€ SuncHon i)Ott x Dom 

y aber eine fclcf)e guncHon ^om n-f-m*^" ®rabe kjeid^^ 
net| in bie @umme einer ganzen unb einer ä^t gebrod^e>r 
nett ^cHon t>on x su t)em)anbe(n, 

Stimmt man bie gan^e gunction ^om m^'" @rabe, alfo 
mit m -Hl unbekannten Soeffidettten a, b, c, giebt 

bcr ä^t ^dnod)mm Function bin t^tcnncr z, wäljU jum 
ßäljkx ober eine ganjc gunction ^om n — 1*"» ©rabe, 

olfo mit n unbefannten Soefftcienten A, B, H, fo 

liefert bie 23ebingungög(eid^«ng 

i«sa+bx+cx*H-....+px»H — ^- — -2- 

z z 

wenn ttad^ iBhiIti))(tcat{on mit z bie Soefftcienteti gTeid^ 

gefegt tt^erben, m-f-l-nn ®(eid()UHvjen ^eftimmung 

ber m -M + n gefud^ten Soefpdenten* 

®ne bem 3n)e(f entf))red^enbe einfache ^Mftm mit 

z in y füljrt aud) leidet jum 3^^» 
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3. 

Grfte ^lufijabc. (^üic acfjt Qcbroc|)ene rationale gunction 
»on X, bereu 9?enner ein Sprobuct anjeter ganzen gunctionen 
von X ifl, ist etne Summe ^xS^t in )er(egtn, itxm 
^}Umm biefe gactoren flnb. 

3(1 — ber gegebene Sru^ y tom n*'", z 90m m*« olfo 

u ]^5d(){)en0 Mm n-hm— ®rabe unb u^tt man ben d^^'' 
ter V ju y mn n — 1*'", ben w ju z ioom m — l^^» ©rabe, 
fo liefert bie SSebinflutig^gleid^ung 

• u V w * 
yz ^ y"*" z"' 

nadjbem jle in bie gorm u « vz ^- wy gebrad^t ifc nad& §. 2. 
genau n -4-111 ®Ieid^Miigcn jur Scßtmmung b« n+m gefud^' 
ten ßoefficienteu in v unb w. 

3ufa^ 3fl y »om erfleti ®rab unb a ber ffiert^ von 

X, ml^tx y gleic^ 9tuU mac^t, fo n)irb 

U — YZ 
W « • 

y 

n>otattJ, nod^ au^gepi^tter »iwflon, w old ganae gunetiou 

^von 2i Dom m — 1*'« @rab ^jer^orgel^t. 

3n>eite Aufgabe. (Sine gebrodj^ene rationale gun« 
ction »on x, beren Solenner eine ganje m*' 5Potena einer ganzen 
gunction* y öon x öom n^'" ©rabc i% in eine (Summe »on m 
$arstalbrfid[>ett »u jerlegen, beren »enner y", y"*"' u. f. to. 
ii^ y^ ftnb. 

S3eaei^ttet z ben gegebenen Bä1:)lcx ber ju Jcrlc^joibcii 
Ad^t gebrod^en gmietton »ou x unb alfo z I)öc^|tcnö t?on 
n*m*l^ ®rabe, teaeidjjnen ferner u, v, w*».» t bie gefuchtelt 
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8 «fnol^fll» 

3A^t(r ber m ^ßarjtettröd^e, unb tt)irb i<ber b^rfetten t>öm 
n — l^f» © rat>e öci?aci)t, fo tPlaen ou^ bor ©kic^uttg 

z U V w t 



r 

auf bie Sorm 

gebracht, nm Soefficicnttit ©fetd^ungen 33efJimwung brr 
nm gefud^tm 6oefficünteu in w bi^ t» 

3ufa$. 3P y ^om ci|len ®rabe, unb a ber fBcrtl) 

»Ott X, \v>d(^ct y iu Äutt macj^t, alfo u, v, w t loom 

nuUlen @rabe ober wnftaxd, fo ergiebt {id^ 

tt «■ j ferner ^^y^ burd^ ttu^flebrilift, 
V « zi I bami » z" jefeH 

93eifvucle. 
b-hx . 1 rb — a , b + an 

2) S^^'^in 2 5 



(3-t-x) (4-i-x) 3+;X 4-f-x ^ 

j2 + 21x.+.3x^>4-5x^ . 2 + 3 x i-f-2x 

2-x , 1 / 19-3x~x" 1 \ 

^ (l+x'J (3-x) ^" 28\ iH-x» ""a-x/ ^ 

38+x-12x^+x* . 3+x 2 1 

5) rr -Ii in 



(ß-x^f (ö-xO' (5-x*/ 5-x^ ^ 

3-f-x-f.x*, 5 3 1 



" (l-rX)» a-X)»^l— X' 

9-x» ^ ^f"*"6 L3-x"3 + xJ' 
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♦ 

« e M f « 

3ii imx uadf) bell fieiflenbrn Qan^tn SPotenaeu »on x fort* 
loufeiibm Sunction 

«+bx + cx'+ +px» + qx«+i.,,»-f.rx« + .... 
n)frb trgenb ein (Slieb bicfer Wei^e, äm p-x% feinem a^fö* 
lutett äBesl^ na<^, großer ald bie abfolute Summe S aller foU 

genben ©lieber, fobaJb x Heiner mte - ae»Sbli wirb, imb 

p -f- r 

feiner ber (£oefjieienten in 8 griSper u^ie r ift 

Cfttd S — qx"+* + ,... + rx» folgt ber fBoxau^^ 
fe^ung gemäp 

S <: rx«+i [1-f.x-hxV...] unbl^ieraud 

na^ §. 2- Sei|>iei 1. 

1 S 

^ folglid^ Ottd^ 



1— X = rx"+» 



> . ober > P^^^^^ 
1-x = rx ^ S ^ rx * 

gftr oSe bie Sertl^e »on x olfo, tvelc^e ^^^^^ 



mad^en, b. 1^. für x < — ^— »fa* 

P "f~ r 

^ >.lialfopx« >S. 

giebt bai^cr, fo Balb r einen mUid)cn SBert^ f)at, 
immer fo Keine äBert^e fttr x, bie irgenb ein ®Iieb einer fo^en 
SRei^e, feinem a6fotttten ffiert^f m^, ettt)a px", großer mad^en 
alö bie abfolute ©umme S atter folgenben ©lieber, um fo me^^r 

Ör4)per al^ bie ii)iiüici;e Summe S^j ifi bo^er px" j^j^^^^ji f<> 
ijl ottd^ für fo Oetne SBert^e m x, px^ + S» ^ 
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tmm brAdft biep batord^ ou^, bof man fagt: baa 3etd^en be^ 
©liebet px" bominirt bann ükx bo^ @rge^niß aUi^r fclgenbm 

§. 5- 

Ergriff t>on$ Unrnblid^ itUiiu 

9ktj^tf)i man unter einer unenblid^ Ileinen 3^^l 
eine fol(|c bie fo Hein ifl, bap fic in Siff^^Jt ni(ä)t me^r 
angegeben toerben lann, alfo ber 9tuU sunäd^fl an« 
liegt, unb imna^ für jebe Sled^nung in 3^^^^ ®itm# 

tnanb ü!)ne allen ßiutlup ijl, fo mim in einer fold^m 
Steide me a-i-bx+.... -t-px^-i-qx'+^-l-.,.. unter x eine. 
unenbKd^ Heine 3<^^( )?erflanben tvirb, jeber ber ßoeffictentett 

aber eine enblid)e ^ofitbe ober negatbe ^ai^l hc\cuimi, tcr 
(Sinflup iebee( folgenben (l)Uebed auf bie Summe S ber ganzen 
ffUä^, in SergleidS^ mit bem be^ t>or^erge]^enben ®(iebed für 

^ ytU OJcdj^nung gteid; D^ull [e^eii, benu iuoUtc man aunel^men 

ber Quotient üon qx"-»-* burc|> px", b. ^ »Äre eine sioar 
fel^r 'Keine ßa^l aber nod^ nid^t unenbHd^ Kein, fo n>&re 
««^ X . !^ noc^ eine an9<B(are. olfb m»» ni#t «nenb««» 

Heine Bol^ir ive(d^ Solgerung ber Soraudfe^ung, bof x eine 

unenbUc^ Heine ^ai)l bejcidbnet, unDaivvii;t. 33ci biefer ^Bou 
«u^fe^ung ifl bemnadj) üoüfommen, ül}iic allen 8el)ler in icber 
Sted^nung S » a, unb ivenn a a 0 iß, S » bx ald unenb^ 
liä) Hein ber erften Drbnung; toenn aber a » 0 unb b » 0 
iji, S = cx^ a{6 unenb(id) flein ber ^ttjeiten JDrbnung u. f. tt>. 

infofem biefe Unenblid^ kleinen von irgenb einer Dt^ 
nung bei bem ©egenftanb ber 9{ed[)nung no^ auf irgenb eine 
Strt 3u berücffid^igen bleiben. 
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tejcic^^ne y irgenb eine gunctiott »on mau 
bmgt 7«^k in eine tuu|^ bett $«>fen|en i»on k f^tt^niknU 
Stetige i»ematibe(t^ bereit Socfftcicnten Mcö dou nidjt lon k, 
al&^angig ftnb, b. 1^. man fud^t A«, B,, C, u. f, ju. ber »e^ 
bingung emf))rec|^enb, bap 



m etf^m fogleid^, ba#, meU oud^ fitr k » 0 (Sfeid^e« 

entflel^en foa, A — y fein m\{% unb bann folgt, auö bcrfdfcm 



e« ergfch fidff bol^er B b«rd^ folgenbe Djjerottotteti: man fefte 

in y an jcbe etcUc wo x fui)t, bafur x + k, fubtra^tre ^cx^ 
öon bie urfprüngUd[^e gunction y felbft, biüibire bann ben Oiefi 
burd^ k unb fe^, nad^bem biefed ouagefül^rt ifl, Stull für k. 
JDiefe, ber fo eben tjorgefdji [ebenen goljc md), tjuiauncl^menben 
Operationen, beaeid()nct man baburct) oa^ man ber urfprung:* 
Udl^en gunctton y ben Sud^jiaben d ^orfe^t, unb bad diefuli» 
tat 8y, nj^irb bann bie erfle ^(blcitung i?on y nad^ x ober 
aud^: ber er^e S)ifferenaiaU6oefficient genannt Maa 
i^at olfo nun ' 



unb alfo, n^cnn Oy« jefrt, atö bie nrfprüngUd^e gunction, in 
eine fotd^e Sieil^e ))em>anbett werben foUte 



tverbe. 



y,+k = A-*-B.k + Ck'-*- 



Sebingung 




y«-4-k « y, + öy«'k ^- u. f. 



[Öy4+k= Öy.-i-dCdyJ..k + 
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13 mtttWuOi^. f»6^ 

\\)o ö*y, für 8(9yO, Qt\ä)xkhcn unb bic ^miU 5J6(ntung 

t>i)n y nac^ x genomU toirb. (i6m fo folgt, mm nun d'y. 
biefer Umfonmmg ttntemorfett mAtn fod 

[ö'yJ.+k « ö'y. + ö(d'y«vk + .... 

unb n)irb d(d'y.), burd^ d'y. attgeaeigt, unb bie britte 

§il)kitunß i^on y md) x genannt, u. f. tt). 

2)ie Sefhmmung ber übdijen G'ocfficienten C, D, u. f, n>. 
erfolgt nun Ul^t <illmäl^Ug aud ber Setrad^tung, baf y«+k in 
yx + 2k \om\)l baburd^ übergebt, ba^ man in Yx-h für k, 2k 
olö au^ baburdj^, bap man in y^-i-k furx, x-+-k ^ur* 
burd^ enlfiel{|t bie (Dieic^ung 

y.+öyv2k+Ca2k)»+.,..«y,^;k4.|;öyJ.^k-kH-C.+k.kV.. 

unD am il)x, mnn man obige äßert^e fu^flituirt unb sugleid^ 
C.^dC..k-». .... ^r C.H.k fe^t, burd^ ®{rid^|e$ung ber 

6oefficicntm »on k', md) §. 2 5 

C=|.d»y.. 

®ana auf bemfetben Sßege folgt, bie deid^enf))rad^e in $. 2, 
Seifpiel 3. eingeführt 

unb bann burd^ eine boDfiAnbtge Snbuction ber n^' 2)ifferen« 
»ial*€oeffieient — ^ • Ö"yx . 

yx+k - y.+öy.-k+ö'yx~+ö»y.'^ 

unb biefe äiei^e ^dpt bie S^av^orfd^e. 



. • * • 
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§. 7. 

@e^t man in bie ^a^Iorfc^e dicii)c dluU für x unb x 
füt k, fo entfielet bie aRacIaurinfcl^e, ntodd^: 

n>eld^e im Allgemeinen iebe gimction )>on x in eine nad^ ben 
$olett^en toon x fortfd^reitenbe Stetige )>en9anbelf, unb mir in 

hüi gaUeu ike ^rauci)l)ai1at mlitxt, in mhU^cii (YxL ober 

eine ber SKIettimgen y »ad^ für z » 0, bie 0onn ^ 
mutimitit 

(n bie Sa^torfd^e Steide a für x nnb x — • 

für k, fo entfielt bie öeraügemcmte ^taclauiinfcf^e 3tei^c 

y. - y. + [öy.V (x - a) + [ö'yj.. + . . . . 
in tt^fd^er a (elieMs, dfo aud^ (efiimmten ßtoeim entft)re<i^enb| 

§• 8. 

IDie %apUx\^t 9t({)e ftir sivei ttr^aridlle« 
3ß z SB z,,j fo ifi bann 

unb fe^t man mm in z überall m y fle^t, y + ^^i fo *t)trb 
bo^ erjle @Ueb rec^t^ M ®ki(i\^iü^iti(i^tn$ 



^06 meite 
- Öz«.k -f. Ö(öz^y.rk + Ö\az0y. ^ 

ba^ brüte 
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14 V^re ^nol^^ß«* 8, 9. 

u. [. unb en^cl^t bie Sai;lo([ci;e Steide für ^mi mab^ 
l^&natge Ün)afiaUe y nMv^ 

z»+k, a z + Öz,- k H- dz, - r + Ö^z,- ^ -f- ÖCözJy. kr 

-+-Ö^Zy~4- 

Säpt man juerf! y um r unb bann x um k tta4>|tii, fo 
entfielt baffe»e, nur 8(öz,), für öCdzJy ^ ö'CöZy). für ö(ö^zOy 
u. f. n\ gefeiu, Studbritife bmnad^ cinerW «tjcigen, tinb 
man fdJjreiH basier n^cnn z = Zx,y, mmal l^intereüianber 
nod^ X unb bann bod ätrfultat no^ nma( l^intereinonbcr nad^ 
y abgeleitet loerben foU, tt>ett bie Orbnuns ttiWu^rltdS^ ifl, 
enht)eber Ö"''"Zx,y ober 8"'"'Zy f"^ 9>''z^,y fann 

auc^i ol^ne 3rrung, b(o^ O^z«,, gefegt n)erben. IDiefe 6oeffU 
eienten l^ei^en: ^araiaNStfferensial^CDeffieienten. 
gür brci unb mcf)re Itoariabk iüpt fid^ bie £ai;Iorfc^e dlül)c 
auf bemfelljen SBcge biitien, 

3n biefen IDarflettungen n>irb für k att beii Unterfd^ieb 
jtiuicr unbepimmten Sertk lunt x, l^äufi^ alö fcejeid^nenber 
dx ge|c^rut)en, unb 2)ifferena x geiefen} eben fo dy für 
dz för Zti^h,f^9^^,f* 



§. 9. . 

SSerftei^t man unter n einen x ccnflanten 9udbru<f, 
unter y unb z gunctionen t)on k5eid)aet S bie Summe, 
P bad ^robuct, 0 ben Cluotienten beiber Sunctionen, fo iß 

1) ex. B 1 . 

2) Bn, = 0 

3) ÖS, ober Ö(y =fc z)« = 8y« ± Öz, 
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4) dP. ober d(y z). ^ yd2«-f.z*ay« 



6) 8(y). » n.y„_i.9y. 



w,+k n w + Sw.'k-f-ö'w.- 



Öw. ober »(nx), « n n!fo, fftt n « 1„ 

1) = 1 ; ferner 
dV« » Oj ober 

2) Dn, = 0^ bann auö 

S e> y =i= z 

Sx+k = YxH-k =fc Zx-i-k ober 

S + 8S,.kH.„..«y + ay,.k..».±z±da, k...» 

unb ^lierauö nad^ §. 2. 

3) as, ober a(y ± z), «• Öy, db az, . 

6ben fo, am P « y -z 
P«-hk = ys4-k*2x-f.k ober 

P + öP^ k..., = (y + üy^ k ....) (z + 8z,-k..,0. 



ebenföW tiad^ §. 2. 
4) aP. ober acyz), » yaz. + zay. . 

äßub bie (äleic|)una Q = ^ in bie gorm y = 0 • z 

z 

flcbrad^t, fo ift naci) 4. 
dy. « 0-Öz, + z aOt «Ifo| für 0 gefefri luibao. - 

entvoicfelt 



« yz 4- (yaz, 4- zayO k 4- 
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16 ifoim %. 9, 10. 

R.H-k = [y.+k]* — [y öy,.k ^ ober 

ß) 8(y")x « n y»->.Öyi, 
©eifpiele. 

4) 9'£2x + 5x^]. = 10; 

2 



6) 8*rKxl } 

27x* . 



18' 



9) [ö''»[2x»y + 3x*y->]^Jj^^= 3. 



§. 10. 

gtitttrt $au))tgtrc$c bei jDiffcKnjial' SU^nitna. 

1. 3|i bie ®leic[;utia iJpifd^en y unt» x, P,,^ = 0 flcgdieit 

1 

ujit» auö i^r 9y, beftimmt, fo ifi fcaiui üXy ■» g— . 
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geaeten, imb aud bet erßen dzy, oud brr aiDetten dy. 
benimmt, fo ifi bann ÖZ(,) = Öz^ ay.. 

3. 3fi Py,. = 0 ecgcbe», aber y = unb z • z, fo 
ba|l P bot 8u(iE»flabm x aU tb^axiaik mmüt^^ 
iax (entlieft), fonbern mitklhax (ün))liciO mtl)äU, fo i\l 
ÖP(^ » ÖPy • dy, ^- dP.. 8z. 
. a(fo »rnn y « x ifl 

dP(.) B dP.-hdP.-dz.. 

ip nSmlid^ ad 1) dy Oy,.dx + .... unb 
dx B. dXy-dy-4-..., alfo 
dx B Ö2^ [Dy. dx + -f-.... 

mtm ÖXy.8y. »1 olfo Sx^ = ^ folgt 

öy« 

Semer ift ad 2) 

dz » ÖZy dy^^..,. 

dy c= Öy,-dx4-.... 

unb »>entt man fi<$ aud beiben gegebenen ©leid^tmgen y aU 
minirt »orPeUt, ber (Himüiotfond^Gttel^una R,,x = 0 mU 

^ dz « 8z(,).dx + .... 

unb eiiminirt man auö bicfen br« ©leid^unflen dz unb dy, fo 
foiflt oud ber <SIeid^fe$ung ber Soefpdenten t)Ott dx fogleli^: 

3n Seatel^un^ auf S) ^atnm - 

dP fon>o^r = aPy dy-i-dP..dz + ,.,. 
au(^ = ÖP(^.dx + ober 
dy » 8y..dx+ .... unb 
dz = öz»' dx -i- 
aud tt>e(<|en ©leic^ungen, n>enn dy unb dz eiiminirt uttb bie 
beiben ®ert5e für dP glcid^ gefegt tt)crbcn, fid^ 

aP(^ =1 ÖP,-dy«^-aP..öz, ergiebt 

2 



I 



Sdd^ folgt nun aud^: 

Scifj)ic(e. 

1. Sjly-r3x-2x»fo folgt 

2. 6inb bie Wbm @ leicj^ungöt y « 5 -t- 2x« j 3a = x 

gegeben, fo folgt [Oy^la- 648; [O^yJ, = 36. 

3. 9(116 ben beiktt ©leid^ungm 2z^ — 3z — x « 0 unb 
5z^-2z-y « 0 folgt 

11. 

IKIbIeÜttitgeti trfsonomrtrfr^^v gutictfoiteii* 

Seaeid^net x bie Sänge cfaied £reid5ogntd )um 

tneffcr 1, fo ifi 

dCSinx)«» Cosx^ d(Cosx)s»>^Siax5 dCtgx)«aSec% 

ÖCCotgx),« — Cosec'x; ö(SecxX= tgxSecx; 8(Cosecx), 

S3 — Cotg xCosecx* 

SBifb tiAmUd^ Sinx burd^ y audgebrucft, fo folgt ' 
yx+ k - y« = Oy,- k + Ö'y.. + « Sin(x + k) - Siix 

. ^ 2Sm|*Cos (xH-|)$ olfo 

k 2Sin^ , 

Öy. + öV| + -... --i^»Cos(x + |); . 



Google 



2SinJ 

folöli^ mnn bcr äßert^, ttJel^m bcr conftante gacior — j—? 
far k » 0 amtianni; bur<i^ p on^geMlcR tt^irb, 

(htd Sin^r+Cos^x« 1 folgt bann tveüer 

2Smx pCosx + 2CosxdCCosx), «■ 0 unbJ^imti^ 
»(Cosx), a. - pSinx; forgrid^ 

ÖHSinx), - -p^Snxj 
8*(Sinx), n *i-p»Cosx; 
Ö^CSinx). H-p*Smx} 
a»(Smx), » + p». Cosx XU f. to>. ^ 

Siax tm DX*-— X* + — 'X' 



«« *» 



C3) ^(5) 

'Snfofem mm a(er p )^on x itttdO^Atigtg ifl, ea alfo gana 
ö(cid;güitifl Wei6t, ml^tx SBcrtlj i)ün x ^ur ^ejHmmung i)on 

P in Slnttjcnbung gcbrad&t iDiib, für x < - - oBer, tgx > x 
unb ^iax < x, aifo mt^f Sinx > xCl-j-x')"* ^itt 

m 

(3) 

fo txf^cUtt §. 5, bap für x » unenbUd^ Hein, p — 1 tt>e<r 
bet ))ofitit) tiod^ negati)) fein (mm, alf«^ » 0 frin imifi, ii»^m» 
p«l unb bann ^(SinxX ^ Cosx; Ö(CosxX » — Sinx 
folgt £)ie übrigen )oier So^tneln ent|^)rind€n bann id^i ou^ 
$. 9, u>etm bie ®efete tgx«Cosx Sfox^ CotgxSinx » Cosx; 
SccxCosx s=s 1 unb Cosecx Siux = 1 jum ©runb gelejt 

n>erbaL ' 



Sinx— X ober (p— l)x— p^x»»... « negotit) fein mup, 



20 



Sejeid^ncf y ifß^^ ^ne Sunctioit t)Ott fo Igiat man 
nun nad{) §. 10. 2. folßenbc fedfia gormdn; 

1) Ö(Smy)oa « Ck)sy .Öy, j 

2) Ö(Cosy)(,,oi-gmy ny, ^ 

3) ÖCtgy)(.) » Scc^y -ay, j 

4) Ö(Colgy)(.,« -Cosec^y.dy. ; 

5) ü CSecy)(,) = tgy • Secy • Öy. ; 

6) d(CosecyX«) = — Cotgy Cogecy • öy. , . 

3)enft man ftc^ mm ciu6 ber ©letd^ung y = Sin z, tt^orin:* 
nm z eine ex^Ucite, aifo y eine im))Uctie gunction ))pn x 
{rid^net, ben SSSert^ ))im z entmidfett, a(fo butd^ y oudgebrAA, 

unb hqei^ntt bao ^lefuUat burct) Are Siny (gdcfcn: bcr ^xd^^ 
bogen f&t ben «^olbmeffer J, be{[m tyum diä<^ y i|t} fo folgt 

8y, = Cos z« dz, alfo 

7) a (Are Sin y)(i^ « yj^^ i Hnb eben fo erl^ott man: 

9y, 

8) ö(Arc Cosy)(^ = - yf^ > 



8) eCArctgy)^.,» 



10) d(ArcClotgy)(4--.j^5 



f 

11) a^cSecy)« - ^j;^^ 5 



12) ÖCArcCosecy)^«^— y^^. 
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§. 13. 

SBeB p = 1 iP; fo foföt auc^ nod^ ane f 11. 

1) Smx-x«.^ -f.— - — + 

nommen, 

2) CJos*«1^^^^4-^^-/^-i- 

Se^t man ferner in §• 12, 9, x für y, fo folgt 

(1 X*)' 



l-3x* 

{ 



©•(Arctgx). » ^ 2.;i^3 ^ IL f 



X* X* 

3) ArCtgX « X-^-f-y-y 

mtb auf bemfel^eit SBege laffen ftd^ nod^ meiere Skt^ 

£)ie gorml 3. bient einer leichten ^ered^nuttg 

-«V^t-p^ l-tga.tg/9' 

1 

1 _1^ _i_ ^ , . 
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6) [8»[3Siii»x-2Cos»x]J^- 12 j 

7) [ö[x + Arclg2x]J^« 3. 



f 14. 

S3cicicf)net e bic 3«^^ 2,7182818.... unb logn ober auc^ 
ibd In bie io^axitf^mm, bn&x S^afi^ e iß, ({ie n>erben bie 

ÖCa*)x « Ina-a* unb 

«E+k — « dz =i ÖÄ«. k -f. ö«a,. — -I- .... » a«+»^ — a« 

k' 

Dba ^ÄE'kr*- ÖX*^ (a^' — D^a* 
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oifo, mm p best mtt^ (eaeid^net, ber Mi x tmot^ 

j^Änflige «uAmf ^JlJ. für k « 0 amttmml; 

(px)^ . Cpx)» . 



B 1 H- px 



(2) (3) 

SßetI nun p D^n x gmq itnat^dngtg iß, fo ifi ea ofeld^^ 
gültig, tt)c(d^cr ^Bcxt^} üon x jur Scpimmuug mi p benujt 

»irtj am fdS>rwaßen fü^rt ber - jum 3icle, beitn fftr biefert 

®crt| t^^n X v]cr)t lej^e (STetc^ung in 
i Iii 

a» «» + ^TT-H..». = 2,71828 .... = o 

(2) (3) . (4) ' 

über unb tnoo l^ot ba^er 

a « e^i folglicl; P = = Inaj alfo 

D(a')< s= Ina a"" 5 unb Ifiieraud bann aud^ nacf^ 
öx.--^ Ober 



z ' 



Sejrici^net y irgcnb «fne Function »on x, fo ^^ot man 
mm na^ §. 10. 2. folgenbe ^cxmdn: 

1) d(ay)(,) a Ina a^.dy« 
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21 t^msm* 

3) ÖCeJ')« - «r*8y. 

4) ö[lny]« « ^ , fo tDlc mtd^ för y - X} 
6) Ö(«0« « e« imb 

^Die aiei^e für a< ge||t| kpeil p laa gefunbm i% 
tbtt in 

- * xlna [xlniaP [xlna]^ 



7) 



C2) (3) 



•••• 



X x^ 



8) ^« ^"^i:*"(2)'^(2)"*"**** 

Seaetc^nen enbiic^ y unb z Functionen 'oon x unb 
I9ifb y* s w g^e^t, fo folgt law » zhy, alfo aud^ 

8(ln w), = z ÖCln y)« In y • öz, , ober 

— 7^-#*tay.c)z^ uuö Herauf 
w y ' 

Ö) ö(r)« =» r[|öy,-f.hy.dz.J fo »ie, mm 

y » z « X ifc 
10) e(x«). » x»[l-^lnx]. 

' 1) e[ia(x + v^^::ri)j«^^. 

2) [ö [In (H- X -H J/2x + x')J = I ; 

5) 8[C2+x')'Ti-[(te+2x»-H2+»X2+x^K2+»^**'. 
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Stud In (1 -H X) = folgt 

In(l-Hx) « x-|^-i-^-^-i-y u.f. tt). 

uttb l^uroud, X nc^iUi^ genommen 

x^ x^ x^ 
In(l-x) =-x-^-^-.~-y itf. 

olfo burdj) 3u6traction 



1 + x r x' x*^ T 



r 

1 "4* X 

SBiii) nun ^ — - burd^ 2; auögebrütft, fa folgt 

imb Ifittm^, »enn ^^^y^ fät z gefegt »irb, 

unb menn för z gcfd&riekn toirb 

3) ln(y+l)«21ny-to(y-l)-2[^,^+3^^^ 

Sinb l^ima^ bie natfirlid^m SogarÜl^men bered^net, 

fo ift bann für jebe Safiö a : • 
■ 1 

4) Iqgz = j^.lnz 3 für bic Sriflgif^en, weil 
lalO = 2,302585 auö obigm gormrin^eri^orgel^t, 
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5) log. brig. z «= 0,434295 • In z unb umgefe^lt , 

0) k z B 2^2585 • log. l)ng. 

Die Sormet 3. g<^t, mnn bie natiirlid^m So^arit^imm 
fc^on hi6 1000 bered[)net finb unb nur rine ©cnauigf eit bon 
fed^ 2)ecimaljleOcn mlongt tirfrb, in bie ntbUd^ 

InCy-H) - 2Iiiy-la(y-l)-^^^ 

4 

fiter, m fix iae le(^ ®lieb mu| ^ gefeit M^eibeti tmt. 

§. 17. 

SSrrdlel^ting irig^tiomcirifd^cr %untHcntn mit 9otcii|cit 

«Hb Sogaritt^meit» 

äBtrb hut^ i mtdgebrfiift tmb in bie Steide f 15. 8. 
einmal -i- l*x, bann aud^ — ix für x gefegt, fo entfielt 

unb 

4 i?. i^. .1" X^ X^ "1 

* * " ^ " (2) (4) • • • • r ^ (8) (5) * • J 

unb l^ierau^i mm bie äBert^e au^ §. 13. 1« 2. fub{iituirt 
treiben 

1) e""' Cosx + iSinx ; 

2) e-** ca Ck)sx— iSinx. 

^uö beiben ©leid^ungen folflt -nun fogleidf^ ou^ 

3) Sinx = — — j 

' . Cotgx — 1 
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1. fpigt ferner 

xi a In ICosx 4- iSihx] 

unb l^ieraud, kDenn man einmal Sinx^ bann Cosx 
>ttrd^ ritt ßü^m, etma im^ x feKfl, ouArAift: 

7) Are Sinx « | In [KF^ + ixj 

■ _|ln[j/ril?-lx] I 

8) ArcCoBX ■» jliirx + yä?^] 

eten fo entfielet 

1 , 1 -h ix 

9) Arctgx -^jinj^j- 

1 \ i-x 



10) ArcCotgx« l^ln^l 

1 , — 1 -4-ix 
^^21 H-ix ' 



11) ArcSecx » -rln 



1 X 



1 X ' 



1 l^x* — 1 -f- i 
12) ArcCosecxas ^In ' 



1 X 



l X 
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. Umgefel^rt entjle^en au^ bm Tefetm fed^6 Formern, UKini 
iebeömal ber Sogarül^manb burd^ ein 3cic^)en, etk»a burc^ 
X \a>% oudgebräA mirb^ nod^ fotg^nbe Stdotionm 

13) lnx-iArcSm^^r^«iAroCos?^^ 

« iArcSec-^™ « iArcCosec 



§• 18. 

«ua 17; 1. uttb brm,®efet [e»'l" = e««« folgt ferner 

1) [Cosx + iSiok}« a> €k>sinx + iSinmx 

ober ^ für mx flefd^ricßen, 

2) [cos^-f-iSin^]'"« Cosy + iSiny . 

S)a mtn, locnn n jebe gonae da^(, aud^ StuK aiO^ 

Cos (Jlnn q>) «i Cosf) uttb 
Sin (2n^ -h 9) «e Sin 9> 

fo f^id^ au^ 2, koenn 2nti'hq> für 9 gefegt toifb 

3) j/Casy + iSiny Cos ^ ^ -h iSin ^ > 

m m 

JDiefe gormel liefert, »erm unter m eine aBfoIute 

9öna^ 3a^^ t?erftanben ivirb, aUe mSSBert^e be^ mbeu^ 
ti^en §ruöbru(fö linfö be^ ®W#eit«aei^enö, wenn red^t« 
beffetten für n na^ ^otge 0, 1, 2, 3, .... m- 1 
* ^^Ht tt>ixh, inbem m, m + l hi^ .... m-hm — 1 bann 
2m, 2m-*-l, .... hi^ m-#.2m^l u. f. it). für n 
gefegt, genau )»ieber immer bte m erßen ffiert^e ^tx^ 
»oriringt. 
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^^iu 2lnal^p. f. 18, 10. S> 

&m fo entftil^en au6 §. 17. 2, ober au(^ cinfad^er 
mid bell bfci ^ier ^gdeiteteit 0#mebi« ivenn in i^nen 
ber nt^aA^ot Wiztäf t»oii i eingefiill^rt t^M, 

4) [Cosx — iSinx]'" b Cosmx — iSiamxi 

iitib bann no<ij^ bur(i^ ilbbilion bon 3 unb 6. 

m 

Entnimmt man bic SBcrt^e loon r unb qp auö ben beu 
ben @Ieid^ungen rCos^ = a unb rSinq) ss h, fo folgt 
r — Va«-f-b« unb nnter r ben obfotutcn Sertl^ biefed 9(ud^ 

bntifd berfionben, Cosa» « olfo SAa» (S^ cnt^ 

fttf)t bol^or 

in m Bi 

Va+bi = • yCoscf-i-iSiiKf j 

L m m j ' 

in tt>d(^m gormein für n nad^ unb bU äßeiU^e 0, 1, 2.... 
bi^ m — 1 ju fc^ii fuib* 



« J/1 = 1 j ^ i ^ } 

inbem in 1. ober 2. 1 für a ; 0 für b| 3 für olfö 
1 für r unb 0 für 9 gefegt mirb» 

iS) Sftv Kl entfiel^eit, n>etm bU dgebraifd^m Sormm fKbr 
Sfa36^ Co«36» an 72*, Cos 72* fubflUitirt mxim, bie 

fünf ^uat)rü(fe 

lj|[-l+J/54-j/-10-.2J/5j3^[-l-V'5+V--10+2^^5]) 

3) 3)te Sßert^e si»on x <m ber cubifd^m (SIeicItmg x*-^px 
+g a 0 für beu gatt au befiimmen, wenn (|) 
ifl, unter, p feinen abfoluten SBerti^ ^erjlonbem 
ber Sarbanifd^en Sormel ifv 

ben abfoluten SSJer«^ »on - d)* ^^r^ ^ oudgebrü«, 

3 3 , . 

x 



= |/_| + M+}/-|-bi5 



bal^.er nac|) gormel 3. 

* • 

X » 2 • Cos — g— ^ ^ tt)onnnen 

s 

Cosy r-l'dy Drei ^aSäcrtl^e i)on x für 

na0|n»lttnbns2{icl^ reeO eraeben« 
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§.20. 

dtmitUlun^ »on p fftf z s tvettn y. «itb lüdlfiiif attdji 

II, 8 0 f»ixb, 

\ 

\ 

0 + 80«-k + ..,. « p — 

(0O.+ C90J,-k + .... - 5 

uttb hieraus für k = 0 ; 

®»lRt ffli^ nod^ btefer fittotfent unBcfUmmt l^emr« 
flel^m, b. 1^. (ÖzJ, = 0 unb au(| (8yJ, = 0 fi(() er* 
geben, fo ^Atte man 

(0J,-»-OQJ.-k+.... f ^- 

unb ^ierou^y fftr k » 0 j 
2) (0 J. - ^^5^ j «. f. 

!Der erflc ber Ouotienten ber ^Ibfcitungen M 3äUcx^ 
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* 0 
a n 0 ni^t bie gorm ^ annimmt, gicbt olfo beri gefud^tm 

SBertl^ (QJ. ober ^^^^ • 

V 

% 

§. 21. 

SKmmt y. ble gönn ^ unb biefe gorm an, fo 

flcBe man bcm £luotienten 0 « - aui)or eine ©eflaft ~ fült 

tDdd^e Ua « 0 imb aud^ = n UMtb, unb ivenbe bajin erj! 
boö @efe(j §. 20* aru S)a\\übc ift erforberli^ tt)enn bcr SBcrt^ 
riner 2)ifferena D y-z füt ben SEBert^ a ber Ut^ariablm x 
BefKmml )9erbm fott, ffir meidf^en fowo^l y, alö auc^ z, bie 

gorm ^ annimmt ^ 
»eifj>iel^ 

La-» — x«J» n 

1. 

2) 5ruö ax^-f-bxH-c « 0 foi^t, iuemi y-s— für x 

• ♦ oay 

gefe^ mrb, 

atfö, für a gefc^riekn, 

^ _ -9cz d= V81cV-t-12"b^ * 

^ 18z» ' 

ba^er, tt)enn ' 

9cz ± l'ölc^z^ -i-ilb^} 
bwd^ auögebrütft n^irb, 

y « - imb alfo x. = — . 
6^ vvlfb ber a38ert^> t)on ober (x.)^^ gefuc&t. 
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gär [P.^lo ergeben fJd^ Me brei fflSertl^e 

ber erfte berfeltot ^ubt (xj^ » ber {tpeite unb brüte 

9cbm ieber ^, eri^rett alfo tiid^t, unb bod erfie un(e« 
fKmmt erfd^eitienbe Stefuttot gel^t über in 

18L K81c»z'-<-12bÜ ' 

3 

3) (S0 tt)irb, tpenn aud ber @Ietc^ung 

bie brei 3öertl)e öon x eatuommen fmb, bie SefÜmmung 
ber SSert^e t>on [^J^ verlangt 

3ac-b» . . 2b*- 9abc-f-J27a'd 
2Biri> t)urd^ Pi 27 

b 

burd^ q unb X H- ^ burd^ z au^get)rücft, fo mi\td)t att6 
ber ö^gekneh ®Ieicl;ung bie: z'* -f-pz + q = 0, nnb 
mm nun u — ^ für z fubßituirt mirb, 



•.A fiir |l>cj ß für ^dj P für 3J)'[bd-|] 5 
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94 iioim ^Mh^ }» 2K 

0 für 3c[c'~|bd] unb R für (^^ gef^rUbett, 
■-b^-f-Aa^Ba^±3a|/p>i-Qa-f-Ra^ 



27a'' 



tt)oraud, mnn Ux S^^cr = gefegt tt)irb, 

folgt aber [y.]o = -bj ^^^ bj ^^=^ b 
, ttüb fät bm «rflen fflert^ mirb (x^o « ^, erifllrt olfo 

1 T- il/3 

ni<|>tj für (ya)^, = ^^^'l-^b «ber n>irb (xj^ unbcflimmt, 
iinb man ttf^Slt 

ä(3ay), •'j-^[-c^Vc^-4bd]. 

tg(f-,.x) ^ 

@d tt^irb 3Ä^(er fomol^l n>ie Slmner i , bo^er ifl eine 

jtt>edfmapige Umformung erforberli^ äBäl^tt man bie 

Cotg H- 
Cotg2x~~ ' 
fo erglebt ^ fogleic^ ba^ Äefnttot | • 

5) JDenfflert^ gL__i_ ffe x « 1 ju beflimmen. ^ier 
»iib ÜRinuenb «nb ©nbtral^enb « erzeugt man ober 

^^^^ \x^i)kx ' für X = 1 nad^ ' 

an>eimaUger '^ukoenbung bed Sefefred ber trerlongte äßerti^ |* 
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6) (tt ttrtft» Secx-tgx für z » I mlangt SHcfr S>ifi' 



§. 22. 

193cm (SiiöiUn unb ^leinfien für eine Vix^atiahU. 

3fl y eine guiuliou »on x, n>eld^e bfe ©cjenf(|aft l^at, 
bap für einm iefümmenben SBertl^ a ))oti unter k einen 
wmM^ Keinen 3un>ad[^d au x ^ a t^erPanben, fotvoi^I y«4.k 

X in y gefeW, mo^t [yj. au einem g^Z! ' 

SKan finbet jolc^e äBert^e a für x, mnn einer ober 
titt|re crifUren, cM ber eiei^ung [dy.]. 0, fo tt)ie auc^ 

in mand^en gWen mi^ ber [dyj.» Sw erften goS lie« 
fert iÄer ber fülr a gefimbenen SBert^e dn r 

£Ö*yJa = l^^o^l ^''^^^ Icfeterm gaU mup auö ber 

cieUen »etrad&tung, ob y.dtk-y* = ^pf^l\ 

tl^eilt iuerben, toaö mau cjcfuuben f)at. 6üUtß im erfien gatt 
{Üb [d'yj.» 0 erg^en, fo ^&ngi ble Seurt^Kifungr ein 
SSofinntni 0bet SRinfamtm gefunben ifi, t>on ber britten imb 
vierten StMeitung ab; entfielt nämlid) für erf^ere, nadfjbcm a 
fflt X gefe|i ijlf ein enbli^er po^mt ober negotim ^bru(f, 
finbet n>eber ein Stojcirnnm, no^ SOtinimum flatt, enifie^t 

oSer 9m, fo ^ot man ein l^^^^^^ gcfunben, wenn 

3* 
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36 IbialHI^ S* 23. 

[Ö^yJ. - j »i*- mt¥ «uö fttr (Ö*yj., f0 cm^ 

fd^etbct eben fo bie fitnfte unb fediidte ^(((dtimg, tt. f. t». 

y.^-k- y. - Oyj.- k + (ö^yj.. |+ ^^'^-^»'^ 
ttrtb 

y..k-y.= -(öyO.-k+(ö^y.v5-Cö^O/^ 

tttib folglUft tob^, tiodft 5, bie eine ber Reiben S)iferatteti 

pofxtb>, bie ottbcre ttegatb für aVe bie SBartl^ i^on für 
njelc^e 8yx = einem enblid^en ^jofitteen ober negatitjen S(uö- 
briHf ii>irb| unb ed tonn olfo feiner biefer Sßertl^ m x, ber 
Sebingung bed SKorimumd ober Stiniimtm^ genügen, fo baf 
nur bie Sert^e ^on x atö wüad)t gcnugenb übrig bkibm, 

mic^c Oy. a« 0 ober = ^ macä^en. ©ejeii^na nun a einen 

ber ffiertl^e t)on x, t^eld^e oitd ber ©leid^ung ay. a o l^er^ 
^orge^en, fo mirb fomol^l bie erfie old bie ^toeiie 2)ipren^ 

= [<^'yJ«'-2 (• 3cici&en biefeö jefet eriun 

riefen, a för x gefefet, y. ein toenn O'yJ. 

= l^^pj^'ilJ^I «i^fltebi, ttjenn nur feine berjolgenben SibleU 

1 

tungen für x «- a bie Sorm ^ annimmt $ koirb (6^ys). » 0, 

fo l^ängt bie ^eurt^eilung i>ott ber britten unb vierten ?(Met« 
tung für X = a ab, u. f. tt>.j n)irb aber (ö^y»). = q# fo 

mup man, eben fo xoU für bie SBert^e »on x, bie öy, « ^ 

ma(^en,.f))eciett unterfud^en, ob beibe 5;ifftr m^en y.+k— y* 
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im erftm Sali ein ^i)^ajt:tnmm, im ^miicn ein SKinimum; 
tomn aber bie eine ein ^ofitit^, bie anbere ein negotitoed 9te>r 

fultat giebt, fo finbet unbci ein SKaximum uod; du 3Rimmum 
für bief^u lilBert^ a ^on x jiatt 

Seif^iere. 

1. gür tt>eld[^e Sert^e )?on x nimmt — Ox^ + 24x « y 
mt^geaeic^nete SS^I^ie anf 

$d kpirb CyJ^ ein äSinimum unb (yj, ein ä)^jcimum. 

2. B^^^i gerabe Linien AB, BC fd^neiben fid^ in B; in ber 
•AB j}nb 3tt)ei fünfte A, D burd^ il^re (Entfernungen 

AB » DB » b ]9on B gegeben^ ben $unK B in 
BG §tt befiomnen, für.tDetd^en SBinfel AED ein aRorU 

mum tpiri). 

S6 ergiebt M BB = VäTb . 

3. 3)en t^on einer gegebenen Äugel umfd^f offenen Kjlinbcr 
)tt befümmen, beffen SegrAn^img^pdd^e ein äHorimum ifi. 

S3c3iichnct r ben ,©(tfbmeffer ber Äuge! unb x bie 
(Entfernung i^re^ ^ittei))unfted bon ieber ber beiben 
®ninbebenen be0 S^tinberd, fo ergiebt fid^ 



bem ^Juantel bcö (^v^nberö unb ber ©umme feiner bei* 
ben @runbebenen ein ^drimum. 

4. 2)ie «fbmeffungen beö Äugetauafd^nltte« Mn be^immtem - 
Wrj)erlic&cn 3n^a(t au be^immen, beffen gcfammte 
8egrAn)tmgd^c|^e F einen <mdge)eid^neten Sertl^ an^ 
nimmt ^ 




wirb bie Differena a^^if^en 
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fo F ein SRiaimum fftr x « / 1^. flbr 

• 

1/15 

bie ^Ibfugel, ein äKinimum o^er fixt x am ^-y . 
5. gur toel^e SBert^e t>on x »irb y -» b-h(tx— x*)« 

(£d n>trb y ein äRorimum für x « || ein aRtaU 

mum fon)o^l füt X » 0 atö and^ für x « a . 

§. 23. 

®fl>fteii «itb tUinfIrii für jmei »d« einaiibcf 

3|l z =s Zac, y uub tejddfjnet a euun m Beftimnicnbeu 
Sßert^ ^on x, fo n^ie b einen 5eptmmenben fSkxtl) mx y, 
bei Sebingnng gemdf, baf 2.,i. andgejeid^net, b. l^. ein SRojci* 

mum ober 3)?mtmum im^bc, fo mu|; im crftcn gaü, k uuO r 
unenbUd^ Hein gebadet, iebe ber a^t S)inerenaen 

b-r — X», b I *i-.k, b-r «■ X«, b 

negatit», im 5tt)citen aber |>ü|ub tt)crben. (5^ flnb aber alle 
biefe 2)iffetcnaen burdj) z.+i,b-4-r— z«,b ouöjubrürfen, je nad^ 
bem man k, r iolb ^ Stull;, bolb pofUb, baO^egattt) ge)9&l^(t 

. beiracf)tet, uub fomü erfd^cint im bcrjelbeu « 

ober, baö tt)iUful^rlid& »i^fJenbe aSerl}aauifl j burd^ n ou^ 
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9\i^ bicftT l)nrfteKung erJ)eÜet nun, eben fo Ujie in §. 22, 

mn, fir kpelc|)e ber Soefjtcunt ^on k =: 0 ober » ^ toit'o, 

iinb erßere Sebtngung kvirb §. 2. nur erfüUt, mm 
(d2j^ <• 0 unb au^ (Bzy\ » 0 

i0on a unb b }tt «UiDiifcbt fuib« äSirb bann f&t bicfe SBertl^e 

bor Soeffidcni ))Ott y neeoti)»« fo toirb z.,ib ein SSarimum, 

toifb er ))OfUi)^, fo giebt z«, b ein SKimmum. gur ben erßen 
SaE muf, ba k fotool^f toie r oud^ = 0 o^^^^^R toerben fann, 
fon?of)l [ö^zj^ = negatfe, alö aud^ = negatit», uuD • 

augleicl) oud^, für ben Satt, baf n » m^oti» i^, obfolut ge« 
bod^t [ö'zJ^H-[9%]j^n*>2ii*[ö%y],^b n)erbett5 fülr ben jmet 
ten aber mup, fomo^i [ö^Zx], = >)oftHtJ, atö aud^ [ö%]b = 
fitto fUft eigclett, unb ^ ben gaS, bo^ n »igatii» in 
flbfortiter ®röpe [0'zj.+ [ö^J^ n^ > 2n.[d'z,,,].^ ^ 

ou^faKen« 

3>{efe beiben %(iMm gemeinfd^afiUd^e Sd^btgung 

muß nun aud^ nod^ für benienigen SBertl^ t)Ott n in SrfäÜiliig 
gel^n, tt>elcl^r ben abjolnien SBertl) oitfcci ^u^brurfö am fkin^ 
ftot m«k^t, imb ba n »i l^^jXy-l^Sli^ fiix tiefen lUid« 
brwdf ein 9)iinimum, alfo ein abfolut illcinfteö liefert, fo ge^it 
bie gemeinfc^aftUcl^e ^ebingung über in bie 

.(»•zO..O'z,),-[[a^z.,,X^,p = »)ofW». 

Seifpiete. 

1. Sur n>el<|^ ^erl^e bon x unb y mxt> 

z « xy + 30y — X* — y* 

ciiun au^ge^eidj^neten ^ertl} 4nuiel}men? 
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9b»$ km Sdringung^gleid^ungeit 

Ozs okr y — 2x«0 unb dz, ober x+aO— 2ya»0 

folgt X « 10; y « 20, »ttb ka im m^mdnm, itlfo 
aud[^ für biefe äßert^e, 

d*z. = -2 ; ö% - -2 j imb 

ö^z,.O^z,-[e^z.,v? = +3 mrb, fo ift 

C'^rlio,» = 300 ein äKorirnttm utib an)ar ein afifolute^* 

2. 2)er Umfang etned Drctecf^ fei = a j für todd^ äBertl^e 
ber bret @eiten loirb ber änl^olt bep6en ein aRorimum? 

3ebe ber brei Seiten nuif » | genommen toerben 



lU. 

§. 24. 

IBegriffe ttiib B^iflietifl^ra^e. 

3ebe gimcHon z«, beren erfte 9rbfeitung nad^ x eine ge* 
getene Function »on x, ettoa y, liefert, i^eift ein Sntegrol 
Don y unb wirb burd^ /ydx oorgcfleat, in mld)€x 2:ar^ 
f^ellitng ber |'ci)anbare gactor dx bie ^orte — nad^ x — 
oumMt IDa nun aber, ivenn C nad^ x confhint iß, ds. 
— ifi, fa ip, n>enn /ydx « » ifi, aud^ /ydx 

= z + C unb jebe Function J)at bcmaaci) uncublic^ oiele 3n^ 
tegrde, bie iebo(^ nur um (Sonflanted oon einanber )>erfd^iebett 



•) mtixtm pnbit man in «efnm UfBurtfl^aufgaben jur 
«e^ie «om ®r9f tett »nb jtleinßen (33erlm 1823, bd 3ictmer), fo 
iDfe in ttirfoott 300 Kufgabeii t<v »erlin 1842, bei Dundcr unb 
(tttnfiloi; 
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flnb. gür jcben befonbcrn $2Bcrt^ üon C l^eißt ba^ Sntcgral 
ein befonbered, au^erbem, fo- lange C nod^ gona beliebig, 
Httt X ttid^ etit^dttfib, g<ba(|i toitb, bad aKgemeiite. Sn 
ben ^nn^enbungen fommt ber SÖert^ M Sntegralö am l^äufig^ 
Pen üor, n>elcj)er = 0 ivirb, für einen gegebenen SBertl^ a non x, 
b. 1^. für C a — (zO» , unb man fagt bann: bod integral 
fange mit x « a an. fflitt man bann bm 21>crtl) Uc\c^ 
Sntegrald für x = b ^aben, fo fagt man: baö Sntegral folU 
mit z « b aufl^dren^ ober: bo^ äntegroi fei atoifc^ ben 
@ren§en x'» a itnb x » b nel^men, nennt baffe(6e ein 
bejiimmted, unb a^igt e0 burdf) T ydx am 2lft ba|er 

yydx a» b. 1^. ÖZx = y ober aud^: B[/ydxJ« « y, 
fo l^eift: /ydz a s + C bo^ attgemetne integral, unb loenn 
* fSr C ein (efUmmter ^on x unabl^angtger KuArud A ge^ 
fe^t n>irb 

/ydx = z-i-A ein befonbere^, 

unb 

ydx « (zjfc— (zO^ ein beftimmteö 

ober audE) ba^ ^t^ifd^en ben ©renken a unb b genammene 2SX^ 
tegrol, loeld^ed nid^t me^r gunetion m x ifl 



§. 25. 
(Einfa^e 3tttrgiaU« 

S(uöi ben ©efe^en in §. 9, 12. unb 15. ge^ien unmitteU 
bar folgenbe Sntegralformeto ^eroor: 

1) /Idx = x-f-C ; 

2) /aidx B> a/l*dx a ax-i-iC ^ 

' 3) /(y. ± z.) dx = /ydx ±/zdx ; 

4) /(y^>z.-H2;.öyJ(ix « yz + Cj loorauö 
luib ou^ 3) au# 

5) /ydz^dx = yz— /zOy^dz folgt. 
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Ge^ mm in 5) n für 6z,, fo bap alfo z » /udx 
iß, fo gel|t 5) ü^er in 

6) /yiidx«y/iidx-/8y,[/udx]dxj ttHJriwim/iidx 

jebe^mal baffclbe bcfonbere Sntegral öorflelTt 2)ie ^n* 
n)^)U)une biefct gormci ^ä^t: ti^eiitocife iRUenreit. 

^ z z 

9) /Cosy Öy.dx = SiayH-C} 

10) /Siny Sy.dx -Cosy + Cj 

11) /Sec*y D y, dx = tgy 4- C ^ 

12) /Cosec^y Öy. dx » Cotgy + C j 

13) / lg y See y Ö y^ dx = Secy + C ; 

14) /Cotgy Cosecy dy. dx a . Cosecy -i- C j 

1«) ^y^^dx » Arctfiry+C » -•ArcCJo^y + C j 

r ay^ 

18)/aydy.dx«j|L^C5 
1») /e^ay.dx « ey + Cj 

20) y^^dx = lny-HC. 
Seif)>ielc. 

1) y(ax+bx»+c)dx » |ax»-f.|bx*+cx-4.C} 

2) ytax-hbx^ + cjda «8 |a'x+abx*-i-ac4-Cj 



i7) / , i!_ dx « ArcSecy+C = —ArcCosecy +C 5 
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t>o\m ma\9f9, %, 25, 26. 43 

3) /[ax+bx*+c]db « abx-f.|b»x»+bcH.C5 

4) yiax-i-l)x^4-c]dc SS acx + bcx^-f-^c^-i-C j 
^ /xCojsxdx » xSiax-i-Cosx + C ; 

T) /tgxdx =s — InCosx + C = liiSecx-f-C. 

3« bcn Elementar ^3ntegra(formcIn bcii rtörigcn $ara^ 

1) /ydx-x.(yO,H-J(dyO^+^(ö«y«)^-#-....-i^Cj 

2) ^dx-?^.{yJ,HJ5y^(öyJ,+^?^^^ 

3) yVdx«xy^|ay.4.^d'y«^g8»y.....+C. 

Sie erfktt Mbcti efgftcn ^ itiim{ttr((at ou^ hm Vtat» 

laurinfd^en Steigen (§. 7.)^ bk tritte, bie ^UruoulU|'c(;e 
Wei^e entf))nnflt aud §. 25. i6). (äd ift ndmlic^ 

/ydx » y/l.dx-./Öy,(/l.dx)dx = xy-/xdy.dx; 

itnb etat fo: 

x* 

/xöy^dx = ay../xdx-/a^y»C/xdx)dx = -^-öy, 

4 

-|/xVö^y, u. f. tt). 

Diefe brci Mellen ftnb in ben f^jccieUcii gaüen, Ivo fic 
fd^neU cotiDergiren, htm^hat, indlftefonbm bie stt>ebe, in tt>e(<j^er 
a gang tt)firfu]^rl^ ifl, unb bai^er fo genJÄI^lt werben fonn, 
bo^ ein tafd^ere^ (Son^rgirea erfolgt. 
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44 »i^lliNdt^ S»27. 

§. 27. 

SP /ydx nad^ feiner ber ju^anjig gormein in §. 25. 
umiiUihüx an^u^tbm, fo (dpt fid^ bap^e nur bann in 
Kd^er gorm finben, tocnn man burd^ Umfürmung bk faibtrrfte 

Dpcraticn beö Sntetjrircnc^ auf eine ober mc^rc jener j^t^an^^ig 
Sormm aurüc!fül)ren fann. !Die ä)^etf)oben, um btefe Umfor^ 
mung au bcmirfnt, (äffen fid^ in brei Alaffm t^eilen: 

1) 2)tc SD?et^obc ber unkflimmlm ßoefficienten, 
2} bic »ebuctionei'SRct^obe, 

3j t)ic 6ul)ftitution0^a}?et^obe. 

S)ie etfie äRet^obe befielet barin, bafi man, mm bie 

gorm bcö gcfud^tm 3ntegrrtl6 ^^ermut^et n)erben fann, eine 
))aftenb erjl^einenbe mit einer i)inreici)enben ^n^aljl conf^anter 
Soeffidentm toSl^h, bann betberfette bie erße Ableitung bUbet, 
itnb l^ieraue nad^ $. 2, {m gall 'bie ^n^a^l ber @oefftctenten 
mit ber ber entfiei^enben $(n^a^l @ieic^ungen ubereinjummt, biefe 
Soefßdenlen enttt^iifelt 

& fei »./, ^J^,^, 'dx tu befHmmen. 

©a, wenn a « 1; b a 0| c 1 ifl, ba« Sntearal 

sBs Arctgx-*-C fein ipurbe £§♦ 25. 16)], fo fönnte 

fein, unb bann mttf te nad^ 12. 

1 . D 



a-+-bx + cx* l^-CB + Dx)» 
loeiben, mld^ed für 
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ber %aü ifi, fo bap man a(fo 

dielt fo ll^äite man aBer au^ ia, \»tm a » 1 1 b 1 ; 

mit) c = ö ifi, baö Snlcgial = In (1 4- x) -h C fein tt)UTt>e, 

B -f- X 

We Sorm AlnCB -i-x) -hC ober bie A ln^ — i"*"^ ^^^^ 

eine Ä^nfi^c tvÄl^Ieti förmm. i£)ic erflc fö^rt a^ct nid^t 
)um 3ie(, n)ei( mel^r Sebingungen entßel;en, al^ un()efannte 
conftonle Soefficientm aufgenommen imirben, tool^l alber bie 



«efett 

(Sa gcl^t übrigen^ Ic^tere^ Slefuttat aud^ unmittcKar mi^ 
bem erperen nad^ ber gormel §. 17, 9) ]^eri>or. ^ßractifc^ bc^ 
<|i(emer iß M erflere, n>enn 4ac— b* ))ofbi)>; bad (entere, toenn 

b* 

4ac-b» negativ ifr 3ft 4ac--b« » 0, alfo 0 » jj, fo 

fogleid^ nac^ §. 25. 8) 



a-f-bx4-cx* b(2a-*-bx) 

SXe aioeite äRet^obe M Stebuciren« befielt m^ügfi^ 

in ber äi-^rls-'öwns eineö Sriid^eö in feine ^jjar^ialtrüd^e unb in 
bem t^eiik^eifen Sntegriren. 

©<• if» *. »dt ?^ - 2A(a-Ti+iril) 

r_^dx-fr/:i-dx-r:^dxl=iin*-±?-HC, 

JaVx* 2aL/a-Hx J a— x I 2a a— x ' 

nnb bad Seifptel 5) au 25. eine AitonAung bed i^eittoeii' 

fett SlUegrirenö. 



üiyiliz 



S)ie britte WtttlfoU M e^h^im^ befielet in itt 

/ydx«/y8x.dz 

in iMb|er 2 {ti^ar (ine Miebige, a(er toenn Me (bie 
Qmiittelttng t>on /ydx) meidet toeibcn foH, a^cttaAptg an 

,®ie Wegtibibung bicfer gormet {fi folgenbej 

3ß /ydx = a+C, alfo au. = y, fo ifl, mnn tk)>i« 
fd^en X nnb z ii'genb eine ©letd^ung ^mä^^lt tvirb, 

aii(.) « dii.*dx. a y dx,, folgUcj) 

n « /y dx, dz C unb bemnacJ^ 

/ydx -/ydx.dz + C, 

in i^cldj^cr ©leic^ung, ÜnU be^ ©leidf^l^cit^arfd^en«, y eine 
gunction ii^on x, tt^i» ober berfetbe Su^f^e ba^eni^ 100^ 
fleUt, tvod mtd biefer Function uoiib, mm überaO n^o in i^t 

X »orfommt, bafiir Der aud ber gcttJä^Uen ©Undjjung aunfiten 
X unb z entkoitfette, burd^ z oudgebrAAe Sert^ f&r x (ub«' 
^itnift i^* 8el ber Wial^i ber ®(eid()ung avvifd^en z nnb s 

muß ^)äufiö bie ?l6fld^t fein, irrationale gurictioum na^ x 

in rationale nad^ z nmsufbmen, tvie 9. l/an-bx'* x]/b4-8s 
gtt fe^en, »obnrc^ |/a+bx* bie gorm ; ober ond^- 
Va-i"bx' |/a+z x fef}au#ellenr »obnrd^ }/a-i-bx' bie 
gorm ya» ^ annimmt, femer: n)enn b negoti» Ißr ^i^<> 
bx' » aSin* z }U fe^en, kooburd^ j/a — bx^ in Va • €o8 z 
äbergel^t$ ober aud^ x z— ^ ^um ®ninbe |U fegen, bomit 
a-Kbx + ex* bod att>eite ©lieb berliert unb bie ®efiatt 
— r- h cz' erfd^eitttj öfterd fÜU^rt au^ bie einfalle Äe^ 
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t^mWitm^ S*27. 47 

lotion XX » 1 5um »erlangten Siele, awttjeilen bie uoc^ ciiu 
fasere eutpitutio» fjy x fc§rei6ert. 

Seifpiele jur brüten ä»etl^obe. 

1) SBirb a-hbx = z gefegt, fo folgi: 



-^dx - llnCa + bx) + C. 



2) SBirb fa + bxV=. xVb+z gefejt, fo folgt: 

3) äBirb I>x' = aSiü^z flefegt, fo. folgt: 

4) SBirb für X 8«f*"ebei!, fo folgt: 

f — ^L_dx=l Afa+bx-Ma^), ^ b r 1 
^a+bx+cx^ 2c/ a+bx+cx* 2c/a+bx+cx* 

4 

W)0 baö erfJe Olieb « ^ln(a + bx+cx*), boö 

ober bei ber erfien 2Bet^obe fd^on beftimmt loorben ift 

5) SHib X« » 1 gefegt, fo folgt: 

^(a^-bi-Hcx»)^^ "jC-hbzVaz«**' 
tt)el<i^e^ 3ntegra( nad^ 4) beftimmt ift 2)urcb ä^rlegung 

beö S3rud^e0 x(a4>.bx-Hcx^) ^^'"^ ^IJaraiaibri^e ge^ 
iangt man ebentaüö leid&t ^um 3ieL 

1 A-^* l-f-2x 1, l + x-f-x* ^ 
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46 ^ImiMM^ S»sa 



i 

ß 



3) 



8) 



pir bx*. 

3tt ben folgetthtt 9ortite(ti (eici^net y bm SuAnuf 

/^dx = — In--— Adx- 
xy * ^ 2a y y * ' 

JY^'^^ ■ j^lnI]b-»-2cx-f.2>'c.ya+bx-»-cx«J +C } 



9) C * :dx ■ ^ArcSin .f"^"'' +Ci 



Digitized by Google 



♦ 

11) fJLi^^Yi^i r± dx. 

12) /xyydx » ^-^/Vydx j 

13) /^d. = -f^i„2i±l!^:Mäy^c; 

r 1 j ' 1 A o« 2a— bx 

15)y^d,.Vy + a/^dx + |/pid.. . 

S)iefe gormelo gu ^eftimmunc) ber am ^auftgßen ^^ori«. 
foitmtcti^ äntegrate algetoaifc^er gutictionm geioi^ loeiin einn 
ober ber anbere ber ßoeffidenten a, b, c = 0 ifi, ni(^t immer 
^ur ^cred^ung geeignete Sormetu Sie SiefuUote irgekn ftd^ 
a(er ^ontt, tvemi fie nid^t fd^on in ben i9or^ergel||enbert Sor^ 
mein enthalten jinb, am leid^teften unmittelbar. 

Vbx-Hcx^ ()eftimmen, fo fa^ü 
mUx 13) nocj^ 14j boburcli ^um iiiel, baf man 0 für a ein« 

r 1 

fä^rtj feftt man oter xz « 1, fo wirb p — — f |c-Hbz ^' 
itnb n>enn nun Vc+bÄ burc^ a ott^gebt&A iDirb, fo folgt: 

^ ta A 2 ^ 2 lA+cx . ^ 



f 29- 

^rbucHond'Sormciit. 

3)ie SRetljcbe ber imkpimmten ßoefficicuten, wUi ju- 
n)eUen oud^ unbeflimmte @ji:t)onenten mit ouf^unel^men fuib, 
fiXSpt in ben pben m Sntegtole wa ben formen in 28, 

4 
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9 



akr mit l^Sl^eren (Srjjoneitten »orfornmett, aüf Sormdn^ tt?erd^e 
bie «r^eit auf Sludbrucf e berfel^en «rt, a(er mit Heinereit (Ejr))o 
nenten rebudren, unb fold^e Sormebt nmnt man Stebuctiond 
gormcltt. ©Ott S., »)emi y bm äuöbrucf a-i-bx-i-cx* 

Uitxißsi unb n eine ))ofttiüe ganjc 3ä^|1 ^örjitcUt,^y^ dx auf 
bte SefUmmung m dx unb, unicr n dn )>ofiti9cr 

^rud[^ mit bem Sicnner 2 t)ci)tant)m >m\>, J^^^^ auf bie 
i^on a^^u^^d^f^^^^^ n)erbm, fo fe^e man 

unb u)Uetfuc|fe, ob für B, r unb D ßd^ bufer Bcbtngung 
entfprcd^enbe confiante Sßert^e ergeben. Od mü^te, li>enn moit 
bciberfeitö bie crfte 5J5(eituttfl na(^ x Vilbel, unb bann mit y" 
muUit)Ucirt 

i CD y«-»-i*[B(a + bx-i-ox«)-r(A-i-Bx)(b-*-2cx)] 

-I- D(a bx -i- cx*) ^ 

toerben, unb ed \WX in bie STugen, ba^ r «■ n — 1 ^mSk^W, 
brei ©leid^ungcu jur S3cPimmun9 von A, B, D, nad; §. 2, 
entf))ringen. (Sntkpidelt man biefe SBert^e, fo folgt: 

weld&e gormel bur^^ ioicber^oUe^nioenbung pm ^xiS, fiU)rt. 

entioüf dt man^y^^ dx aud 1) unb fd^rdbt bann 
1 — n für n, fo entfielet: 

2) yy"dx = ^^^ji-^[(b4-2catjy"4-n(4ac-b^ 

unb auf bie eine ober anbere SSBeife ergeben ^ nocl^ fol« 
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tote oud^: 



— (n + n)b yi«-»ydij j 



golgcube a^xjci au6 4) unb 7) ernfpringcitbe Somicbt 
(ommen i^onberd oftsx$ in ^nmenbung: 

4* 
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52 i'^ttt «nal9p». §• 29, 30. 



10) 



11) ß'\/&-fo\^dx = 1^ (a + cx»)'- ^ytr^dx . 

§. 30. 
80 vif el^ttitg, 

gormein im ijorigeu ^araflraj>^m geben, menn einer 
ober ber an)>ere ber Soefflciemett a, b, c « 0 ifl, suiDeUen 
gormen, We ni(^t ^ur Sered^nung geeignet ftnb, 3. 33. 2, it?enn 
c =s 0 ift. SWuUipIicirt man aber 2 mit 2(2n-f-l).c, feftt 
bann erfi 0 fir c, enltt)iifett/y^dx ttnb f(*reibt ^tlfi n 
für n->l, fo folgt 

^uf ^em|elbm äßege eri^dit man für c « 0 ; au^ 3) 
femer oud 4) 



Ulli) auö 7) 

— mayr"->(«+bx)"dx"j . 
gör « - 0' folflt auö 5) 

5) r-_i-^dx— +^r— j dx. 

Jx(bi+ca?)- 2n(bx+cxT 2/(i>i+cxT-" * 
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tf^tn^am* f*30i31. 53 



bann aud 6) 
a) * dx=r — 



-1 r 1 

n - l)b 'l^m^i^^ ^ cxy"^ 



rm-f-Sit— 2lc| dx 1 1 



J ^ " - (n+l-m)b'L ^ 
-[2aH-2-m]cl — ^dx 1 . 

enblid; eigiebt jid^ noc|^, iDcnu 4ac «b* ift auö 1) 
^,rin y =3 ßL^^«Pi^^ 



31. 

®ie ©runbformelu für integrale tranöcenbcnt« gunctio- 
ncn jinb: 

1) /Sinxdx = Cosx + C 5 [§. 25. 10)]. 

2) . /Cosxdx B - Sinx+C } [$. 25. 9)]. 

3) /tgxdx = biSecx-f-C j 

4) /Cotgxdx » InSinx-f-C^ 

3) x + « » I gefegt) ; 
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5) ySecxdx aa ln[lgx-f-Secx]4-C j 

ober = la tg ^"^^^ + C : . 

6) /Cosecxdx » ln(Coseex — Cotgx)-HC| 

oter = Intg^-f-C j 

(au^ 5) X 4- z = ^ 84^fc^) • 

7) yay.8y.dx-.jijj.ay + Ci [§.25.18)1 

unb f)mau0, für a « e [§. 14J 

S) /ey8y«dx » er + C ; [§.25. 19)], 

unb bann nod) folgcnbc burd^ bie SKet^obe ber unbc^ 
pnmten eoeffidenten, fo tDk bur<i^ tl^eUtt)eif^ Sntegriir 

ren leidet ju kgrünbcnbe Oiebuctionö^gonncln. 

10) /Cos-xUs-^55^2!i:i5 + ^/Cos-''xdxj . 
«/ II n «/ ' 

12) / Dotg-x dx - - - / 3olg-«x dz j 

13) /Wxdx-*eS££p?^.E:-|/Sec.-.xdx} 

.n — I n — 1*/ ' 

14) /Wxdx--52S^??^+2=| /cosec-»xdx} 

15) /Sui"xCos"'xdx« ^^^"''^^"^''*'V — /Sin-xCos-^dx; 
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16) J Sui»x Cos«xdx «B — 



n-i- m 

a-1 



Cöi^ (ii-m)Cos«-*x'^ii-iiiJ Ck)s x 

J Sin^ (m-n)Siii"-'x'*"m-n/ Sm»x 

/* 1 1 
^ Sin-x Cos«x^* " (m-l) Sin'-*x Cos— »x 

n .1-111 — 2 r 1 j 



ySin« X ( 



dx 



- 1 



Cos»x"* (n — 1) Sm"-*x Cos'°-'x 

n4-m-2 r 1 . 
n— 1 j Sm»-*x Cos'"x * 

23) /x' Sinxdx =r-x"Casx+iix*-»Smx-ii(n-l)yi"-»Smxdx; 

24) 75rCo8xdx Suix+iix^*Cosx-n(ii-l)yx'»-=^Cosxdxj 

25) /xSm xdx=.^-i^!^^ 

20) /xCos-xdx-^H-^^^5^^ 

x°Sm"-^xCosx nx"-*Sm"x 



27)/x-Sm-xd.x = 5 - — 

m-l /^_^. n(n-l) 
ui 



III ni •/ 



üigitizea by <jOü^it: 



w mmmam* $• 31,32. 

28) fx'CoB'x dz • «*Sfa«Ciw— »x nx"- ' Cos"> x 

m ^ 

+ ^lA-C(«.-^dx-.5^^-.Cos"x dx ; 

29) >.,.dx-g-^^/...^-.a,, 











2) r xSinOxdx - 26y2-25_ 


5K2-3K3 




^48— "5 


3) r x»Cos»xdx-'**-12'»*+ 


48 


»/^■M 128 




«y^^^e«.x»dx«6+2e»j 




5)^^,x»(lnx)»dx - A(2e» + lS 





§. 32. 

3«U«»aHe« »pn »<ffe««jUl.®Uii^m,gc„. 

enthält «itte iDiif«:einial-®W<|im9 bw ju Befhimnenbe 
|ttttctfo» y »Ott X wtb awdtttttöett berfcreen lu^ x, i^e.pt 
P« »on ber n««" Crbnung, wem feine ^ö^ere «Mettutta 

»ort»«««, un)> »om m«" @robe, tottm m txr 
W^e e*»)o«ort »on y ober etoer STHeihmg tjon y nad, x 
ü« tfi. 3|i m - 1, fo i,apt feie ©le^uttg eine Untitt, 
unb t^re aUflcineine gom ig: 
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Sine fold^e (itte^re ©Icid^ung ^eipi rebucirti n>enit S » 0 

luib bet rebucirten (ineärm ©leicf^ung ber ^n)eiten JDrbnuttg, 
a(f0 m ber g^nn 

jAodlf bei bor SSorou^fe^ung, bop im köderen gaDe A imb B 

conflant finb, auö^ufu^ren. 
1« ;äntegration ber ®(eid[fung: 

87-HA.-y+B.» 0. 
8Ar ben SoK, baf B » 0 koArc, fotgt« foglcid^ 

^ + A — 0 imb IfierauÄ Iiiy-f-/A,dx Conslj 

alfo y = Const« e-/^'^" , unb ifi md)t m\x>a^)x* 
fd^U^, bitp ber boUfidnbigett dlei^tmg btcfeibc Sorm, 
mir mit einem tjer^nberlidS^eit gactor ftatt beö con^ 
ganten, genügen fonnte. SSerfuc^t man bal)er mit 
y mm 2.. 6-/^«^* luib fitbfUtttirt bicfm Kitdbntd unb 
feine erpe S(6(eitnng nad^ x, für y unb 9y« in Me ge» 
ge6ene ^ieid;ung, fo erl^dlt man fogleid^, unter a eine 
beliebige Sonßonte ber^onbeit, z /B«eA<^'dx, 
unb eö ifl bal^er }U öy.-i-Ay + B » 0, ba6 alTge^ 
meine integral: 

y » [a-/BeA*»dx]*e-/^^-. 

2* Integration ber (Bleid^mtg: 

8'yxH-A8y + By = 0. 

Verfielet man unter C, D, n unb m (Eonflattten, unb 

le^t na4) ber ä){et^obe ber unbe[tiumiien (Soefficienten 
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C*e"'[ii«H-Aii-t.B]4-I>e"''[iii' + Aiii-f-B] » 0 
ttnb iDlib erfum für n « - Art: 1/(0-8 unb 

tt>ei( bamt Wc Stammfunction bie ©cfialt y = (C-f.D)e" 
oimel^men, oifo nur dne (Eottfiaate C-t-P ctitlMt^ ^^^f 
ba bod Sntegral einer Wreltimg ber att)eiten Drb* 
nimi) nott)U>enbig §rt)ei UHafü^)dic|)e (ionfianten eni^olten 
mu0* Maa ^at böiger unter n unb m bie beibcit SSer« 
A i// A \' 

-^skJ/^-j-B »erflanbett, )ur ©leid^ung 

Ö'^y« + A8y. By = 0 bo« oKsemeine bott^bige 
ttr^Snteflral y « Ce" + De««, n>orin C unb D gmä 
XüiißOlfyAi^c (ionitanUn bqeic^nen. 

gur ben (^efonb^m gall, bap (0*= ß ifc alfo 
für bie ©(ei^une d'y.H- Ady.+^y » Of etttfüinbe 

^ientacl^; y = Cousi c"^* tt)eld&eö 9?e[ultat, ba nur 
eine i^jiafü^rlic^e (^oiijionte enthält, boö allgemeine Ur^ 
integral nx^t fein fann. Urtl^eUt man bal^er bie in 1, 
inbcm man eö mit einem üeranberlid^eii gactor ftait 

ccnftvmkn m\iid)t, affo y = z«e fcfet, fo ent* 
ßel^t, ^i)enn man biefen $(udbruc( unb feine erfie unb 
fiotiU Ableitung in bie gegebene ®i[ei<|ung fubfHtuirt, 
bic 53cbingujii] ü^z, = 0, momuö 8z. = a unb l^ier* 
au^ z 8 ax+b folgt. (M entfpric^t ba^er ber ©ieic^ung 

Ö*y.^-Ady. + ^y « 0 
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baö 3utegral y = (ax-i-b)'e"2" mit bm kibm 
f&l^rltd^en Sonflontm a imb 

Xtüt ber gaO fitt, ba$ bie SBert^e filr n unb m in 

iniaojüiarer ??orm erfd}tincn, fo ba^ ber eine burd^ P-*-q», 
Ux anbete burd^ P— q^ ^^ubrüden Aiif<> P 

A 1/ /A\* 

bmd •-«'-^ * ^ ^ abfolutett SBertl^ t>on ^ 

be^eic^uely fo ge^t bad allgemeine integral ysCe'"'+De*"* 
fi(erinyaieP'[G*e>9''-4*De-><i>], ober, nacf) §.17, in 

y a eP*[cC-t-.D)Casqx + i(C-D)Smqx], 
unb nran 1)at alfo, C + D burd& a unb i (C — Ü) burd^ 

y 89 eP*[aCosqx4*bSinqx] , 

n^orinnen a nnb b bie beiben tt>ittM^rlid^en (£onfianten 
(eteid^nen« 

3n einfallen gaüen ergiebt ftd^ aui^ öfter baö gc* 
fu^^te 3ntrega(, aud^ bei ©leid^ungen i^dl^eren (Srobed, 
}»mn enftDeber: ttnb a)t)ar fär eine 2)ifferen){a('®(eid^ung 
ber erfien Drbnung, au^ il)r 9y. bloö burc^ x ober 
dxy bioö bur4» y au^aubruden, b. 1^« ou^ ber S)ifferen« 
aial^^eteid^ung eine ÜDiffereniial^^onnel gu bilben i% 
ober; mim fur eine !I)ifferen3ial-®Ictc{)uag jieber Drb* 
nung, ein gactor (ber integrirenbe gactor genannt) 
leidet ju entbetfen ifl, tteldSier, nac|bem bie ®Ieid[)ung mit 
il^m mulii^iicirt i[t, berfelben eii^ iutegra^le gorm giebt 

»eifj)iere. 
1) 3y + 2ay. « 5. 

9i<id& 1) folgt fogleici^ y » - + a • e ^ , er* 

2 

giebt [iä) aber aud^ öa^ = - — — ; alfo 
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C-|ln(ö-Sy), 



m\m^ t^iefelle Sttlottott ^\vi\(^tn x «tib y mt^ae^ 
brucft iji. 

ten ®raM mit tem inte^rirenbcn Sactot ^ multipd" 

1 a 
cirt, gidt ay-^dy, » 0, iporaud lax+~«Coiisl| 

* y 

alfo y » a:ln^ folgt, uttb b eine toiOKäl^riiclfte Son« 

3) xy ö =3 a + by*. SKit ^ülft; iiUcgrirenbm gactor^ 

xca-^by») ^^Ö'^^* 

laCa-hby') « 2bkixH-C 

|/ A>x^^-a 
tt>onmten A eine )a>ÜM)tiv^^ gonfiante audbm(& 

1 

4) y+xÖy,+x*y» « a 2£)ef integriienbe gaetor ^ 
gi*t fogleic^ 

(xy)-«- a(xy), -1- X* — 0 , t09tm^ 

5) x8y.~y-x»y» «0} ^|i<r cntße^, mit =r- ««I**' 

»lidrt ö(^) +»• - 0, wonnt« f4 y - j^^F 
ergiebt 

6) 8»y. = ay. 
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3la^ 2) fotgt foglcid^ y = Ae''^^•-^B•e'*^■) ober 
mi^, mil 2-dy. M iittedrirenben Factor mdÜpMxt 

unb jum erflenmal integrirt, 9y,^ ay* + h okr 

r*y 



§. 33. 

3tod für ^utocnbuiigeu wid^tigc 8ä^e. 

3|l y = y. imb Btje^nm dz intb dy jufammcnfle-- 
l^Orige $i(ni)erung(n »on x unk y, f» iß nac^ §. 6.; 

(dx)» . 



dy - Öy. dx + 8»y. 



• ••• 



(2) 

folglidb, \0tm dx mtM^ Hein gebiet n>ifk, nadft 
§. 5: 

dy =* Öy, • dx ; alfo auc^ 
dy 

vungctt 4x itnk dy netmt man SDiffercnaiale uitb 

dy 

^ ben S)ifferettaiaUiDttOl{enten, «»er<|ef bo^^ 

mit ber erflm $(Ueitung oter bcm (rfkn iDifferenaioI^ 
Soefficienten einerlei ift. 

Seaeid^net y eine Sunctton von x tinb toirb dy, burcl» z 
mOf^t&it, fo ifl Ö»y, » öz, ; a«y, . Ö^z, u. f. tt). 
unb au(i) /z8x = y, dfo, ipenn biefeö integral am* 
fc^en ben ®renaen a unb b gebadet koirb (b > a t>er# 
|l«nben) yb— y. . ®«* ömw a 

Ott erße« nnb b oia (n + l)^ ®({eb einer ^mi^iu 
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' b — a 

ittm IDifferena bann = — « k iji, unb feftt in 
Ue Sa^Iorfd^e Steide 

0% «ttdbräife für dy,, d'y», d'y,.*.. unb aOmA^^ 
Hg für X Me ©Heber a, a-#-k, a-i-2k...* b — k, b 

' bcr obigen $rügrc|fiott, fo entfielet 

y.+sk'-y.+ak *.+ak'^"*'^^*«).+n*^ 

tu f. tJ^. btö 

yb-k^Yb-ak = Zb-ak-Js-»-(ö2A-2k- 

k« 

yb— yk-k = »b.k'^+(^««>b-k(2) 

unb bi( 6umme biefer ©leb^ungen gfeM 

yfc-y. « v^-*"*«+k-^-*-«.+ak-*^-*-— 

©tefft man ftc^ nun k uncnblid^ Hein, al\o n unenblid^ 
gro^ »or, «nb bejeid^net biefe unenWid^ Heine, aber conflontc 
2)iffmn) k jeber ^»d unmiltelbor auf einmtber folgenben Sßer^ 
i^'lw>it Ä burd^ dx (S)lfferen5iar »Ott x), fo l^at man, t>ot 
<kU0gefe^i ba^ leiner ber Soefttctenien ber ^otenjen 

4 

)>0n k = dz bie gorm ^ annimmt, nod^ §. 5. 

yk-y.=vd2"*-«.+4«*<i2+».4^«a»^x+---*-2k^4«***» 



0 
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Serflel^t mau nun unter ^(zdx), hm Mu6htud nä^t^ 

(Bletcl^^ett^aric^^^i ^Vi^ Ue Summe aUtt ber tmenUid^ 
t){elm, unenb(id[) Heuten unb unenbHd^ ttjenig t>on einanber V)er;? 
fd^iebenen $robucte, bic aUe burd^ z • dx »oröc)'teÜt finb, mm 
nm in z für X nad^ ber So{0e a + dx, a + 2dx.... 
W6 a-*-(n — l)dx ober b— dx fd^reibt, unb fe^t jugfeid^ 
f zdx für Yb — y«i fo f)(U man bie kpidSftige ©leic^unfl 



in mi^cx Unfd dx bie MoxU: na(^ x integrircn, red^td 
aber toirHidj^ einen ffoctor itnb ii»ixt einen nnenbüd^ Heinen^ 

mfuüt 
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(§. 34 bin 63.) 



t. f 
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. I. 

§. 34. 

1. ^^enft man fid^ mif einer gerabeu ^ink X, t)on einem 
^eik^ig in i^r ^mäi^lUn ^nfangd))un!t 0 ah, uneti^)ii(|^ mit, 
maMU^ n^enifl' ^on tbuxißibn Derfd^cbeiic aSkr% m z in ber# 

. felben Slid^tung abgetragen, in jebem (^nbpunft eine 9?ormale auf 
einerlei ©eite biefer Sinie, in einer unb berfel6en burd^ fie gelegt 

' ttn Qbtat, ttri^tit, uni> jebedmal btefe Stormole fa (<mg genom«' 
wen, al6 ber jugef^Örige SBertl^ öon y auö etoet 3tt>if(^en i: 
unb y gegebenen ©(eic^ung F,,y = 0 fidf» ergiebt, fo beftimmen ' 
bie (Eiü>))unfte aUer biefer utienbUd^ nol^e an einanber Itegenbett 
Sert^ t)on y, ben Sortgang einet iHnie in ber geu^ai^tten 
ßbene, ml^t gerabe, aud^ fruaun fein fann, nnb im (ejte* 
ren SaO eine ebene SttYt)e genannt koirb* S)ie 9tato ber 
<Bleid()ung P>, y 0 giebt ^ugletd^ ber entfl»re<|etAen Sun^e t^ren 
Slomen/unb fo giebt eö al9ebraifdf)e unb tranöcenbente ©uröen, 
er^e t>Dn otten @raben, Jk nad^ ber ®efiaU ber |um (Siunbe 
gelegten Soorbinaten^eieid^ttttg P<>7— 0. iRott t«m 
bie 6oorbinateu^2ßert^e i)on x unb y (oud^ ^bfciffeu unb 
jDrbinaten genannt) oud^ iinter einem conftanten Riefen 
SBin!cC fid^^ aufgetragen t)orjieIlen, jebod^ tvitb inuner ein rei^^ 
ter 2isinfel Dürauögefeftt, Wenn nic^t bo^ ©egenll^eit be^mt 
üudaeüucüdbeit tft. 

5» 



Digitized by Google 



68 ^(mOkOfffMe. %.U. 

®ic (Sntfle^itngöart einer ebenen (Swrot fmn and) auf 
folgende äBeife feflgeftettt n>ert)cn. 9Bd^(t man in einer (^bcne 
eine gcrol^ Stnie, in il^r tüitm^tU^ einen $ttnfi O ald &^ 
ielpmtt, benn fic^ bann fiir uncnblidft mcU, uUcnblidf) uh;U|J 
»on einonber »erfcl^ict^cne äBertl;e \)on (p, S&inhl in bicfcr Sbene 
mit ber gen>&^Üen Sinie anm (S^^putdt 0 qiAiXM, imb ben 
jebcömalij]cn neuen ©cJ^enfel fi> faui] i^emacht, aU ber SBertl^ 
»on r auii einer ^mifciS^en r imb (f ftatrfinDenl^eu ®leict;un9 
Pr,9 » 0 ft(^ erflieU, fo befttmmen bte (£nbpunfte aller biefer 
«nenbltd^ nal^e an einanber Uegenben SJert^e t»on r ben gort* 
, gang ber, ber Ü)ieic^ung Pr,^ « 0 aug€t)ürigcn Sinie, mld)t 
gerabe ober fntmm fein fonn. Sine foid^ ®Ieicl^ung i^ei^t: 
^0\aT*9Md)u\\^, T ber Stabiu^i^Seftor, fp ber fPofar* 
ffiinfel unb 0 ber ^olj in ®emcm|ci;ati neuut man aud^ r 
unb 9 $olar^(£o0rbinaten. S^x Sergieic^ung ergeben 
(eid)t für ieben*$unR ber üum bie SMd^ungen: x » rCos«]!^; 

y » rSiny unb x*-f-y« « r». S)ie SBert^e mx |^|, für 

1 1> I ^'^^ S)ur#fc|fnitte)>imfte ber 

6urt)e mit ber «c^fe X, fo tt>ie bie äBert^e m\ i ^ für mldfyt 

|y ?f wrfl*/ biejenigen mit ber avoeiten Soorbinaten^tldj^r*^ Y, 

im gaü einer ober me^r fold;e 2)urcJ)fc^nittdpunFte erifKren* 

2. <^at man eine 0iei^img ^mii^ brei äierAnberticlen 

X, z, etn^a Px,y,. « 0, benft fid) bann brei auf einanber 
normale 6^oorbinaten*^ci)fen OX^ OY, OZ, unb in allen 5|Junl* 
im »on OX, a(fo fülr aHe unenbUd^ lotelc, unenbUd^ ti^enig 
t>oh einanber »erfd^iebene SBertl^e t)on x, parallelen mit OY 
gebogen, unb in allen fünften jeber berfelben, alfo jebeömal 
für imenMt# t>iele, itncnbüdE» memg oon einanber i^erfdMcbene 
Kert^e t)on y, ^araVefen mit OZ, alfo StormoTen auf bte ' 
6oorbinaten^@bene XüY errief unb jiebe^mal fo long ge^ 
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nommett, ai$ fid^ z au6 ber ®(ci<^u«9 P«, . =» 0 für bie ^u^ 

(wiiRe «Her bicfcr Kürmolnt s eise glA^e, n)e(cl^e eben, fb 
tt)ie aud^ gcfrummt auffallen fann, unb bte ffoorbmateit* 
®(eu^U]iA P>,y^i 0 ifl bann ber IMeprdfentant ber i^r ent« 
f)Mrec|eiiben SU^^, iveU^e nad^ ber 0efla(t biefer ®(cid^ung 

dflebraifcf) üü« irgenb cinm @rabe ober aud) tian^^nbent ge# 
nonnt wixh. 

S>k (Snli)e|ttttg6atrt einer %UU^ lomt ottd^^ eben tt>ie 

bie einer ebenen (Jurt)e, burdf> eine 5)3ülar'@(eid^ung ^r,q>,fi =» 0 
bejtimmt »erben, wenn (f alle bie unenbltc^ inelen, unenblidf^ 
tvenig m einonber t)erf4tebenen SBinfei beaeid^et, )9e(cl^e Si^ 
nien 1 aud bem $oI 0 in ber GOene XOY gebogen mit OX 
bilben, fi aber für jebe foId()e Sinie 1 aUe bie unenblic^ mkn, 
nnenbli^ toenig t>on einanber mfcf^iebenen Sinfei, ml^c 
nien L oud 0 in ber Stote IZ ^ebacf^t, mit 1 e{nfd;Iießen, unb 
bann enWtd^ r ben auö ber C^)leid;ung Pr,<p,/t = 0 au ent-- 
n>icfelnben ffiert^ bee Siabiu^^^ecUrd mt^bnlA, n>eld^e 
tange jebeemal )>on 0 and onf L abgetragen su benfen ift. 
S)ie ©nbpunfte aller biefer ä3ertl)e »on r liegen tfunn in ber 
bur4^ bie @ki^m^ ^r,tp,fi » 0 beßimmten %lä^^, unb biefe 
®Ce{(^ung reprafentirt biefefbe. Sine fofci^e (^(etd^ung I}e{pt 
bann ebenfaKö ^olar^ C^Hi iduutg, fo n>ie q> uhd ,a 
$oiar-9BinfeL 3nr SSergUu^ung i^at man bann auc^ für it^ 
ben $unft ber x »rCos^Cas^^ y ««rCos^Süif»; 

z « rSin/t unb x^-ny^-hz* = r*. 

iDurd)f4^neibet eine \ol<^c gIddS)c eine, ^ivei ober aud^ oUe 
brei Soorbtnatenir ebenen, fo IMf^ 't^ie ent^ei^ Curt^en 
bie ®runbfd5)nittc unb cö er^ubt ficf): 

ber e^runbf<|initt mit XOY für z « 0, fo n)ie filir » 

ber mit XOZ für y =s 0, fo ivie für ^ = 0 unb 

ber mit YOZ für x « 0, fo n>ie fftr 9^ » ^ . 
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t^(fff €kMitlfk» $« 34^ 35* 



3. 6mb in 9e^ic1^unc\ auf biefdben C^oorbinatens^^c^fen 
X, T, Z ttttb bmitibta «Rfongdimnn O iMi S^d^ett burc^ 
((if ®fcldS)ungett P.,y,.«» 0 uttb 0«,y,.— 0 gegebcii, fdf^ 
neu beibc fi^t burci;fd[ineiben, imb tritt bieö ein, fo i)ahm beibc 
0(ct(i^ungen gemdnfd^fUid^e ^rt^e fiu y, fo ba^ immer 
|l9ci berfelBen M Sunctionoi M biitteii crfd^OL Sie fet 
bcn ®Icid[)ungen cntfpred^enbe ©utd^fc^nittölinic fvinu gcrabc 
ouc^ fmmm, imb im leftterm gaU cntti)cDer eine ebene 6um, 
Ober ou^ eine (bim loon bo^))e(lef Atämmuno fein, b. 1^. 
eine fold^e, beten demente nid^t alle in einer einzigen (Sbene 
Hegen. 

^te in iSietd^ngen filr (Surom tmb SU<i^m uüm^ 
menben c^nftoiien gactoren tt)eiben bie Parameter berfelien 
genannt 

§. 35. 

ttcberlragung auf aitbcre <{o0rbinajeii'$l((^fcit* 

Se^rfaft. SBenn bie 6^oorbinatcn*@Ieid^ung einer ebe* 
nen 6urt)e für irgenb ein $aar Soorbinaten^'^clfen ^qm 
ntt« (Stab i^, fo bleibt biefer (Brab berfelbe, ti>ie oiid^ in berfet 

hüi i^hüH aui)ere (5oorbinaten^^^(d;fcn gen?al)ft derben mögen. 

5f! 0 ber 3(nfang6i)u»ft für bie alten (^oorbinaten^^c^rfim 
X, Y| ber fix bie neuen U, a, b bie (Eoorbinoten für 
ben $«n!t 0' in SSeaiel^uno auf X, Y unb a bev äßinfel, 
ml^m X mit U bilbet, fo ergiebt fi^ leicht 

X a 8 -f- uCosa^ wSina unb 

y es b -4- uSin« wCosa | 

unb. fttbfNMrt UMn biefe SBert^e in Me gegebene SKei^uns 

P«,y = 0, fo bleibt für bie neue Ou, w «= 0, mil obige ^hö^ 
brütfe für x unb y in S^e^ie^ung auf u unb w tjom er^n 
®rabe fixd^, ber ®rab ber ®(e^ung unmAnbeit beifrtbe. 

©offelbe ®efeb lä^i fid^ in Seaie^ung auf ©leid^ngeii 
für Sldd^en eben fo betoeifen* . 
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$• 30. 

^e^ctiMiibe bcr Ittitrrfud^ungeti* 

SHf (Skam^M^ bcr liiiiirjtii|imecit pn^ fpU 

ber gege^mm &ieic()i^g für eine ekne ($urt)e ober 
für eine ober ma atDel gegebenen ©(eiij^ungen für eine 
Sitnoe bop^etter jtrfimmung bie (Seflidt ber Snn^e ober ber 
%l&^t SU t>eurtf|eiknj ben ®rab ber Krümmung an geget^enen 
Miellen )u leßimmenj gu ermitteliii 06 an befümtn^ Kletten 
Me Arfimimtits ci>nca9 ober tmm ober oi ein tte(ergaug 
auö bem einen tn ba0 anbcre flattfint>et, n)e(d&er ^Utnft bei 
einer (£ur))e ber SEBenbung^))Hn!t l^eipt^ beru^frenbe (Aerobe 
ober Slangenten filr (£ttrt>en/tangentirenbe (Ebenen für glAd^en 
bcftimmcn; ermitteln ob eine ebene 6urt)e 5lcbfen f^at, 
b. 0b in ü^rer (^bene Sinien exiftiren, au n^elc^en beiberfett^ 
berfelben bie £)rbinaien »on -glei^er (Stift ünb, in toeid^ 
gaa hr XuvdE)fd)nittöpunft ieber §(d^fe mit ber 6urt)c ein' 
@d[^eiteli)ttttft berfelben genannt tpirb^ *^lfvnH)toten, J^enn 
fie orifUren, au entbecfen, \>. f^. gerobe Linien, bie fi# einer 
ebenen ßurtje immer mel^r nd^em, ofyu fie je errcic^icnj 
bie Sange einer 6urt>e 3tt)ifc^)ctt gegebenen ®renaj)unßen ber^ 
feiben au finben, b« ^. bie eur»e rectifieiren; ben ebenen 
grad[)enraum auf^ufuc^en, weld^en ein ©ogen ber fSmit, bie 
?Ibfaf]en-5ld()fe uni) ^ie beiben Drbinaten begränjen, weld^e 
ben (£nb)>un!ten M 83ogend angel^dren, b. 1^. quabriren; 
eben fo ben glädS^eninl^alt einer fmmmen gWd^e swifd^en be* 
jlimmten ©renaen, fo \m ben för^erlid^en 3n^a(t eineö ^a\u 
mt», ber gona ober a^m Sbeil t>on einer trummen ^iäi)^ be^ 
grÄnat ift a« ermitteln; §u wnterfud^en, ob eine ©trve Jtnoten 
l^at, b. f). ob SPunfte in il)r eriftiren, burd^ ml<^t biefelbe awei^ 
mal ober mel^reremat l^linburd^ ge^t^ u. f. ko. u« f. 10. 
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n. 

^ttltUmm btt &Ui^u»^m füt bit ^ttabt Sis 

üU &cQen^änbt bet @Ietttetitats@eometeie, uub 

§. 37. 

t>it gcrabe ^mit. 

Searid^nen a' unb h, V bie eoorMnotctt att>eicr ^tttiRc 

A, X, y bie aufammengel^öri^cn goorbinotcn jebe^ ^mfie^ 
in ber 9l(c^>tung ber Ocraben burd^ A unb B, imb man benft 
ficl^ bur<i^ bm einm biefer beibm $iiit8e eine parallele mit 
ber (SoDtbinatm^tr^fe X, fo Mlben f!d^ äJjnlid^e Dreietfe, 'bereu 
homologe Selten b— x- a unb b' — a', y — a' jinb, anb 
CM ber entßel^ettben $rDt)ortion folgt: 

(b-a)y = (b'-a')x-hä'b-ab' 

aU @leic|iung fax bie gerabe Sinie, ml^t ba^er bom erßett 
®rabe ift 

Sebc ©letd^ung Px,y = 0 re^rviftntirt bal^cr, mnn fie 
)Dom erflen @rabe ift, eine gerabe £inie^ unb il^re aUgemeine 
fform ijl: 

py-f-qx-+-r = 0; ober y + cx-i-d » 0, 

pber Ay+Bx+i 0, fo n>te aud^: y » n + mz, mtb 
in ber festen %om brfldft n bie JOfbinate x «■ 0 mib m bie 

Sangente beö äBinMö au6, n?elc^en bie biefer ®ltHd;uug eut^ 
f))recl^nbe ®erabe mit OX biibet S)ie @erabe l^ot bo^er }n>ci 
fßarometer. 

8fu6 ber ©leidjung f^f bie gerabe £inie folgen leidj^t fot 
gcube 2ßal)r^eiteii. 
1. S)te @erabe ay-^bx+c« 0 fc^neibet bie X in 

ber entfermmg — ^ m O unb bie Sd^f^ Y in ber 



uiyiii^ed by Google 



|>o^ere ®tcmtMu $. 37* 73 

(faUfemimg — | ))on 0, beim erflere tnUfptU^ bet 
btaflie y «• 0, bWere ber «bfdffe x - 0 • 
2. S)u @arabe o-y + bz + c » 0 ober bx + c « 0 
läuft mit OY in ber (Sutfemimg — ^ t>ara8el| beim bie 

®(e(d^unQ 9ie(t au iebem lEBertl^ t>ott y aUemal ^ - ^ • 

8. 2)ie ©erabc ay -i- ox + c = 0 ober ay c ™ 0 



liegt mit OX in ber (Entfernung — ^ pataikl 



a 



4 i^eiben ©craoen ay -hbx-i-c = 0 unb py-*-qx 

b (I b 

-f-r « 0 fmb \>mUd, mm - = ^ ip/ benn — - 
unb -2 fmb bie S^ngenten il^rer ®egentt)mff( mit OX. 

♦ 

5. SSkm bie beiben @eraben ay + bx + c ■= 0 uitb 
py+ qx-i-r « 0 fid[) fd^nelbett, unb x', y' bie ^oox^ 
binoten be^ 2)ux^i(i)nimpmtM, a aber ben SBmfel bei^ 

ber ©erabcu kAcidniet fo ift x' = ^"^f^ ; y^= : 

" ' aq^bp' ^ aq— bp' 

^ unb taag a » • ««be fdj^neiben ftd^ ba^er un*, 

ter einem red[^ten äBinlel, ivenn ap + bq » 0 ijt 

6. gur bie ©erobe, bereu ^oorbmaten*®Ieid)ung ay + bx 

+ c « 0 ijl,- ift, 0 5|}ol genjd^lt, bie 5|JoIar*®let^ 

d^ung arSm9>H-brCos<)p-i-c s ober n^emt « ben 

SBinfel biefer gerabeu mit OX h^d<^mt, mii bann -tga 
b 

iur - gtjt^t iDaDcn Umn, 
a 
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f 38. 

« 

3tt ein Mtd^ nadb feiner Sage (jegen bie Koorbinaten>f 
^4)fen X, Y burc^ bie (i*>orbinaten a, b feinet ajlütet^junfteö, 
itnb feiner €Hrdfe »ad^, burd^ feitteit ^(bmcffer r gegc^n, fo 

cnt|tc^)t für t)enfclbeu Durct) blope ^InWenbung M ^^t^agorÄU 
f($en Se^qa^e^ kic^t bie ©leid^ung 

(=i=a:^x)^4-(±b=Fy)* «r», 

bornt attgcmeiiie Sotm alfo 

y^ + x*^- Ay-f-Bx4-C = Q, ober axid^ 
Ay'+Ax^+By + Cx -i-D » 0, fo toit au^ 

Ay* + Ax- + By-+.Cx>+-i = 0 ifl. 

S)ie firetölinie ifl tmm^ eine alge&roifd^e i£itrt)e t)om 
anleiten ®rabe mit brei Parametern, in tt>e(d^er Me CoefileUiu 
teil »on y^ unb x^ einanber gieiaj) fmb, ber ©oefficient i?on xy 
okr » 0 a I» 0 unb b » 0 mirb bie (Ski^und 

y«^-x* « ?^ ; für a « r unb b - 0 oJer - x», 
weld^c beibe ©leid^ungen au^ ber (Elementar *®eometrie be^ 
'tarnt finb. Cl^ne @c|t9ierisfeü ereeben fic^ nod^ folgenbe 
äBa^r^eifen: 

1. STue ber ©leid^ung y^+x»4-Ay+Bx4-C = 0 für 
einen Ärei« etttfj)rinflt bie S(6fciffe feine« a«itter»)ttnfte*, 

6 A 
a(fo a SB — ^ j bie Drbinote beffetten alfo b « — ^ 

unb ber ^albmejfer r beffelben = ^Va*-i-B* — 4C . 

2. 3ti?et burd& il^re ©letdfiimcfen in 53ej{et)un(j auf biefeI6m 
ßoorbinatetti'SldSifen gegetJenen Jlreife fc^neiben ftd[) in 
)tt)et fünften, beren gerabe SBerbinbung^linie pataM 

mit ly I liegt,, toenn nur ein eingiger, beiben (Sletd^n^ 
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flcn entft)re(|ciiber SetC^ jxj ^^^'^^^^ 

S. , fcttt<3^ %e ©leidj^uttgm in ©ejie^uni] auf bicfeUm 

6oorMnaten^$(d^fen gcijckuc ^ireifc fcftneiben fid) in ^iud 
?Punften, bcrcn gerate ajciblnbungölinic meber mit X nod^ 
mit Y f araKel (t^, toetm s^^ei, (eibcn ®tet(^itngen ge« 
nügenbc SBertl^e für x erifltren itttb icbcm hrfclben 
einer ber betben augeprigen aßert^e öon y Reiben @leu 

4. 3*t>rf «triff berul^rcn fi^ \mm für beibe, auf biefel^en 
Goovbinaten^äd^fcri belogenen, @fcidf>ungeit nur ein 
SSttifi t)on X unb au biefen nur ein SBerfi^ tpon y it^ 
in im i^nm gcnüflt 

S3eift)ie(e. 

1. SBefd^e Sagen (»aJen We Wben ihrcife ben Ofdd^mu' 
flen y'-f-x^-6y-8x-i-21 = 0 mib y'-*-x^-6y 
-18xHh74 « 0 ? 

Sie burd^fd^neiben fidf) in ben fünften 

au X « 5, 3 unb y « 3—]/2r3i unb 
§tt X «= 5, 3 unb y - 3 4-^2, 31 . . 

2. läieid^e Soge i^n foiflctibe ^ei «reifet 

y»-Hx«— l0y-2x-H22 =» 0 unb 
y*-hx^--16y-6xH-Ü4 = 0* 

6ie burd^f(|neiben in ben $uiAen )tt x ^ 3 -, 
y«-5 imb^tt ac« y- 

5. äBeld^ Sage l^oben folgenbe att)ei «reife? 

y'-+-x^-4y«0 unb y*+x*— 10y-6x-f-32 = 0. 

8 16 

Sie terui^rcn fid^ in bcm $unft au x = ^ ^ ^ T 
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7i . ^t'^m ^romdrir. f. 39* 

§. 39. 
2) i c $ b ( n r» 

3fi P,,y^, a 0 bie, i^rcr gönn na($, kftimmciibe 
©leidS^ung ber ^l)ene, fo mup biefelbe, für z = 0, ben ®rutm^ 
fc^nitt ber (Sbnie mit b«r Soorbinaien«iSbnie XOY Hefent, 
folglicl^, toeU aVDei Stetten ftd^ in einer ®eraben fd^neiben, in 
bie ©leid^ung einer geraben Sinie uterge^en, aifo bie ®eßa(t 
By-i-Cx+D es 0 onnd^mem 

<g6en fo cxljcM, baf Px,y,. = 0 We gorm Az-#-Cx+D« 0 
erl^alttu mu^, ivmn y = 0 ifi, unb bie: Az-4-By-f-D = 0, 
»Denn x » 0 i% iDorau^ l^ert>orfleH ba^ bie aKgemeine (&9pu 
binaifn#®(eid[)un0 ber (Sbene |ebe ber Sootbinaten x, y, z m 
ber cx\kn ^otm^ unb nod^ ein cüuimiite^ ©lieb enthalten 
kDirb, bap aifo eine @Ieid^ung bed erfien @rabed von bet 
gorm: Az-i-By-f-Cx+D « 0 ober z-i-Ay^-Bx+C « 0 
ober Az -f-By-f- Cx-i- 1 = 0 ber allgemeine 9ie})räfentanl 
einer iibmc 

9lu6 biefer ®(ei<i^ttng ergeben ftd^ fofgenbe 8efHmmtmgem 

1. Xic ©(eid^iing By-i-Cx-i-D = 0 a(6 ©leid^ung einer 
66cnc, al\o in ber gorm o»ZH-By-t-CxH-D = 0 
gebadet, jleHt biejenige (Sbene t>or, meldte mit bem ®nmb' 
fdmitt A O + By-f-Cx + D = 0 ober By+Cx+D « 0 
auf ber 6oörbinaten^ö6ene XOY normai fidjt, benn für 
alle aufommengel^drige SSBertl^e von z unb y bieibt z looUtg 
unkpimmt, fonn a(fo alte mügUc|e SBert^)e l^aben. 

2l ®ie ®(eid^ung Cx-+-D = 0 alö ©leid^ung emer (ibcne, 
oifo in ber Sorm o*z + 0*y-»-Cx+D = 0 gebadet, 
gieBt biejentge Sbene an, »>eld^e auf OX in ber (Snt^ 

femung — 5 ^,on 0 normal fielet 

3. @oa eine @bene burd^ einen gegebenen $unft 

(b. ^. burd^ ben $unft für tveld^en x « a ; y « bj" 
^ = ift) gelten, fo muifen bie Sojcfpcieuten A, B, C, D, 
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B C D 

h.%t tfk htd {Parameter j# ji ^ Wcfer Sebüifluna 

ttttfpu^, b. 1^. mu^, mm As+By+Cx-f-D « 0 

Uc mlan^k &idd)im^ m^cUt, aud^ 

Ac+Blr+Ca+D » 0 

JDerben, unb befttmnU man ^icrauö einen bcr (Soefficjen* 
ten, chDa unb fubfUtttirt feinen SS^t^, fo iji bie 
langte @(eid^ung 

A(z-c)-|.B(y-b)-f-C(x-a) - 0, 

®en fo beflimmt fid^ bic ©leid^ung, n^enit bie ($bene 
burdS» a^^^i ober burc^ brei gegebene fünfte ge^ foa. 

4. 2)ic l^eiben (Sbertm Az -f- By Cx 4- D = 0 unb 
A'z -f- B'y -i- C'x + D' = 0 finb ^jaraUel, tt)enn A;A' 
e B:B' a C:CMfi, benn bann ßnb anjel $aare fijrer 
©nmbfd^nitte >)araUd (§• 37. 4.). 

5, Segeid^net R ben «uÄrurf )/ä?Tbv+ä? unb a, ß, y 
bie SaSinfef, weld^e bie Sbene Az + By+Cx+D«o 

mit ben brd C^oorbinatcn^-ßOenen XY, XZ, YZ bÜbct, h 
aber bie Stormale aud 0 auf biefe (Sbene, fo ift 

Cosa = A;R; Cos^5 = B:Rj Cosy = C:R nnb 

ha^D;R.^ benn e^ ifi audi^ Z.iiZe»a^ bY«-/^, 
hX « T' .alfo zCosa-HyCos/9-f-xCos;' = h, 

unb bringt man biefe unb bie gegebene ®Ietd^ung ber 
Sbene auf einerlei Sorrn, nämKd^ auf bie: 

Cos/? Cosr h ^ . 

z 7: — - ' y + 75 — - ' X — = — = 0 unb 
Cos« ' Cosa Cosa 

B C D ^ 

^ ■ 

fo folgen ott^ ber ®IeidS)fe6ung ber ffoefficienten unb au6 
ber &ki(i)unQ Cos*« Cos*/^ -i- Cos*y » 1 bie mer 
angegebenen gormetn. 
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\ t'iii^txt (Geometrie* %* 39« 

Va'*-i-B'»-4-C* ittib * ben aBbifel, n>et<|eti ble Mim 

©enett Az + By -i- Cx + D « 0 imb A'z -i- B'y -h C'x 
H- D' e 0 mit einanbcr mm, fo 

Cos^ = [A.A'4-B.B'-f-C.C] : [R R'] . 

äkr^e^it man nMi^ mdix a, ß, y bie brei äBinfel, 
»dd^ bie <f#m ®«ie, Mttb imler < ß", / bfe, n>dd^ 
btc jwettc (Skne mit bcn brei Soorbinaten^ Ebenen XY, 
XZ, YZ Wlbet, ^ Cog^ « CosaCos« 4- Cos/^Cos/T 
+ Cos /Cos/, imb l^ierottd unb oud 5. fol^t obige 
gormel. 

Seibe (äftcncn fielen bal^er auf einanber normal, 
tDctm AA' BB' + CG' » 0 ifl, unb finb ^^axcM 
mnn AA'-f«BB'-*-CC' = RR' \\t, au6 mt^ Äfefc» 
c^ung au4) bie äüa^r^eit bcr S5c]&aiH)mnö in 4. 
t^orge^t. 

7. eine ©erabc im ^aum ifi i^rer 8age m^^^^^ 
tomn man bie ^rojectionen berfelben auf gmei Soorbi* 
noten'Sbenen !ennt$ finb alfo (entere ttm burd^ bie bei^c 
ben ©leicl^ungcn ay +.bx-i-c « 0 ttnb pz-hqx-i-r » 0 
gegeben, fo fennt man au^ erjlete, benn bie gegebenen 
beiben ©leid^ungen ^nb na^ 1. sugleic^ bie ber auf ben 
Mben Sootbinaten^Sbetten XY unb XZ normalen Obt^ 
nen, bereu 2)urc|)|4)nitteiinie erjiere ifl 

8. Sntfpred^en ben beiben (Sbenen 

Az-nBy + Cx-f-D = 0 unb 

A'E-f-B'y-^C'x+iy« 0 
gIeidS)e jufammcngel^miae Soorbinaten^SBert^e, fo fdj^nei^ 
ben fie fid^ in einer ®eraben L, beren ^rojectionen auf 
aiMi ber brei eootbinolen'^ebenen, tma auf XY unb XZ^ 
man erl)ält, tt)enn man auö ben gegebenen ©leid^ungen 
einmal bad anbere SRal y diminirt S)ie ^el^euben 
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®Iei*ungen ffnb üon ber gorm ay-f-bx + c = 0 
u)U> pz + qx + r a 0 unb beßimmm iuhI 7. bie 
Soge um 

r 

9. 3|l eine (S^ene £ burd^ bk ®(eid^ime Az+By+Cz 
+D a 0 iittb dne ©erabe L im 9l<mm burd^ b{e jn^ei 
©fefd^ungen ay-f-bx^-c = 0 unb p25-+-qx-4-r = ü 
für i^re ^rojectionen auf XY unb XZ gegeben, fo ftel^t 
L auf B nomol, n)enn fon^ol^I aB+bC « 0 M mify 
Ap + Gq = 0 ifl, benn bie ®mnbf<|ntec tjon E mit 
XY unb XZ finb 

By-+-CÄ-*-D « 0 unb 
Az + Cz-K-D CS 0 

unb L jJcl^t auf E normal, wenn kibc ißroicctioncn »on 
L «uf bm )uadH^rtsen (INrttnbfd^ittm normal Mm, 
l«^au0 §. 37. 5. bie SBa^r^tü ^erüarge^t 

S3ci)>iele. 

1. Die (Bleid^ung unb Sage b<r Cttene au befümmen, ml^e 
Uivd) bie fünfte 2, 2, 5 ; 3, 2, 4 j 4, 3, 2 

SAt eiei^und ifl 2B-f.y+x-9 « 0 unb biefe 
®ene fd^neibtt bie brei goorbinoten-^ci^fett in benßitf* 

fcnmngen 9, 9, | üon 0 unb bilbet mit ben e6encn 

XY, XZ, YZ bie mintd, bereu Koffarnffe 
^ 3 6 

g ftnb* 

2. :4)ie (56ene E iji burdj^ bie ©leid^ung zH-5y — 2x 
- 10 » 0 unb eine Okrobe Ii burd^ bie beiben ®(ei^ 
djungen 6y + 15z--20 « 0 Wßib 8i + 3x-16-:0 
gea^^^^") tt>ie liegt L gegen E? 

tt^iib bie ebene B m ber sttdm L normoC 



1^ 
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§. 40. 

3fi eine ««gel »«k^ i^»er «flfle fl«8<» 6oortina. 
tcn.ebenm tutcl> We 6oorbinatett » " / " ^.'^^TL! 
Ol»« 3»UteH>u»ift« unb nac^ i^rer @ro^c curcf, ben ^«ttmeffet 
"crfelben - r flegdim, fo ifl iebe« *u«ft ijter 
wenn x y, z bie eoorbinoten beffdaen «»«««Wpi, . 

»bcr aHgemeteJ " n n 

z» + y» + x»+As+By + Cx-t-D - 0, 

«rtb W Äuaeljlae^ie ift bal,er eine al8«e 1^ 
»wetten ®t<A«« «<t »1« Parametern, in weichtet bte ßoeffl. 

VI, «X, yx ftountlic^ gleid; ^ fmb. 

«Np man 0 i» SWittelpunft ber Äuget, aljo a = 0, 
b « 0 c = 0, fo Wilb We ®Iei#tt«fl *«+y»+x»-r = 0; 
««flt b« 3Rittctpuuft in einet m gootWna*en«a#n, et»« in 

"»Vy» + X' - 2rx = 0. «tt« bet oHaememen tiJUicOung f«r 
Me«uaeip4,e z' + y' + x» + A« + By + Cx + D - 0 
folAen Htm unter onbem nad,fteknbe Sßeftimmunacu. 
1. ß« jtnb für ben SKittelDnnft ber|elb«n bie brei Soorbino. 

\ . b - - 0 - - "J; unb ber ^olt* 

ten a — 2 2 

meffer felbü ober t - iKÄ^^-*^^*»- 

2 Sinb bie beiben Äiuidpdften 

z« + y* + x' + Az+By + Cx + D = 0 unb 
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gci]cBcn, unb för 6eibe nca^ 1. bie 6öorbttt(tten ber 
dyattcl)ßmUe, ncmlic^ a, b, c, fo ttoic a', b', mtb oud^ 
bie ^al^meffer r unb befUmmt, fo ifi boim, «Denn e 
bie ^entrallimc b. l;. bie (Entfernung \\)xcx 'MttdpmüU 
»on cinanber auöbrücft, = (a — a')* + (b ~ b')* 
(c ^ cO^ unb bie beibett Äugeln burd^fd^neiben {id^, 
tt)cnn r + r^ > e unb bie abfoluk I:ifferenj r — r' < e 
i% ober and): t^enn, nad[^bem aud ben beiben ®ki<^m* 
gen eine ber Soorbinatm, ettoa eliminirt ifi, ber tnt* 
Pe^ienben @Umination6^®Ietd^ung P,,y =■ 0 jiifammen^ 
gel)6rige reelle ^erll)e t)on x unb y ent|>(e4)m^ fie 
berä^ten fi^, ou^erl^aU menn r + » e, tnnerl^alb, 
n^enn bie abfolute S)ifFeren^ r— r'ase ifl; ober aud^: 
n)eun für jebe ber ©oorbinatcn nur ein ffiert^) cxiftirt, 
ber beiben ©letd^ungen genügt; fte liegen gan{ mtdein^ 
qnber, wentt r-t-r' < e; ganj bie eine in ber anbem, 
n^enn bie ah\oluU 2)ifferenä r — r' > e iflj ober aud^: 
^enn feine sufammengel^6rige reelle SBertl^e ^r bie Soor« 
binaten erifitrcn, n)e(d^e beiben ^(eid^ungen entf))red^en. 

9eif)>teL SSie liegen bie beiben JEugeln^ beren ®(ei< 
d^ungen z^ + y'-»-x* — 6z — 4y-10x-f-2 « 0 unb 
z»-f-y» + x»-8z-2y-12x-ll = 0 fmb? 

gür bie erpe entfielet, a = 5j b « 2| c « 3; r = 6; 
flär Wc jttjeite a' = 6; b' « 1; « 4; r' = 85 ferner 
folgt e = ]/3' alfo ijl r'— r > e unb bie kugeln liegen 
bal^er bie eine gana in ber anbem. ^Diefl ergiebt ftd^ md^, 
iDenn man beiben ®leid()ungen ehva z elimtnirt unb bann 
au^ ber (Elimination^ ^©leid^ung ettioa y entmtdfelt, n^obui«^ 

y i [2x4-23 db V-12x^-+-20x-.137] 

ent^b^, unb leidet erl^ettet, baf fein Sertl^ für x erifÜrt, für 
tüefd^en — 12x* -f. 20x — 137 = p ^jofiti», alfo y reetf voirb, 
benn p kmrb ein SRoximum unb ^mar ein abioiute^ ^Ji}(aiimum 

6 
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für X s: I ttitb biefer griptmigliilfie Sefi^ t)on p 6(eiM 

tiod^ immer negotto, n&mlidft - 130;^, t>af olfo eemem« 

fdiaftlic^e reette eoorblnoten^^SBert^^e, We Wbe« ®Md^tmgm 
(Genüge I#en, nid^t erijlirem 



©tmittlitiid berfeniden in §• S«. ttH^A^titm 

@e0etttiänbe, bereti SBeftimtttung tnti»tbtt ireiu 
«I]|e»Mif<l^ 9»^ »mr# Me SHfftemtialiSIec^« 

niitig etfol^en fann. 

§. 41 

ScPintnittiig tft £ft0e ber ^Id^fcn «nb bef <&(ij»eiuit>ttttrtc jifbrr 
alflrbvaif(^en 4£ttt»r b(0 |l»tüett ®rab<4* 

iDie allgememe Som ebicr fi^ld^m ®Ieul^ung, ifi: Ay^ 
-^Byx+Cx^^-Dy-f-Ex+F 0 imb ba Uefdbe im »ffge* 

meinen für jeDen SSBertlb »on x ^^mi SSBertl^e für y, und mu 
gefeiert, ttefect, fo mu$ ttxnigfiend eine S(c^fe geben, für 
tt)elc|c bic betben aufammengcliörigen Dtbinoten eittai^ gteid^ 
auöfaHen. Seaeidf^nen ba^er a, b bie au bcftimmenben (^oor^ 
bituiten bed ®4^etteI))Utift^ unb « ben ebenfalls ermitteln^- 
ben Sßbtfel n>e!d^ bie Sd^fe X' mi^ ber SoDrbistateti^Id^fe X 
bifben n>irb, unb man benft ficf) im e.ieitelpunft auf X' eine 
äiormale old ^eite neue (£i>orbinaten«'4c^[e fo x\i nad^ 35. 

X B a + x' Cosa— y Sinai 

y s= b-f-x' Sin« + y' Cosa 
unb fubftituirt man biefe Söcrtl^e in bie gegebene ©feid^ung, 
fö ettt^t fSr bie neuen 6oorbinaten*«c^fen X' Y' eine @{ei< 
d[)unö ^on berfelben gorm wie bie gegebene, jle fei burc^ 
A'.y'»H.B'yV + C'x'»-t-DY + EV4-F' « 0 
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$)o{we OMMMcb |.4i. 83 

aui3geirücft; unt) in bicfcr ©leid^ung fmb fdmnUItcf^e ßocffi:^ 
deuten guncöoiien i)on a, b unb 2)a nun bicfe ö)Ietc^ung 
in ^eaiel^uttg mtf eine reine (ptobnitifcl^e n)erben i^ü, mil 
fle au jcbem x' ^mi gfeid&e aber entgegencjefe^te SBert^e für / 
liefern mup, fo mup ber (S^oeffident üon y' b. B' x'-i-D'sss 0, 
olfo nod^ f 2* foiDi^^l B' « o a(d aud^ D' « 0 loerben. 
Bemer in«#, n>eil x' «nb y' auglcid^ im ©dj^eiterpunft t>er^ 
f(i^tt)inbcn, otcr = 0 iverben fotten, au^ F' = Q tt)erben, 
unb fuß ben brei (Btetd^itngen 

B\h,ti — 0| I>Vb,« « 0; FVb,« - 0 fittb bie berlongten 
SBertl^e mi b unb « ju tuüa)i(feln. Subßituirt man bann 
biefelben in Af, C\ E\ fo ^at man in Seiiel^ung auf bie 
nciuii (Sootbinoten^Scfffen X', Y' bie ^leid^ung: 

A' .y'» + CV»-*-EV s 0 
mit iii»d Parametern. 
Scif))iele. 

, 1. 9»y'-24yxH-iax»-192y + 6x+924 « 0- 

^er entfiel^cn, »emt (3y — 4x)^ fftr bie brei erflen 

©lieber gefegt mirb, bie brei ©Jdd^ungen: 
[3Cosa + 4Sina][3Suia-4Co9a] « 0 . - 
Qb— 4a)[3Cosa-^4Siiia]-*96Cosa— SSin« — 0 
(3b - 4a-)*- 192b 6a -4- 924 = 0. 
S)er er^en gefctiiel^t ©enüge fokooi^l für 3Cosa-*-4Sina«0, 
M fSx 3Sina»4Cosa a 0| erflere Sebingimg 
in bie zweite ©leidj^uug aufgenommen, fül;rt a6er auf 

4 

einen SBiberfprud^, unb ba^er ift nur tg« = ^, it)ojtt 
aud ben beiben anbem ®(eid§imgen ftd^ a ^ unb 

Oft 

^ IT ^^Ö^^^^- i^erlangtc ®lcidj)ung fel6fl n)irb 

nad^ ©nföl^rung biefer SBert^ie y^ — Öx' 0, ttwb We 
i^ai böiger nur eine $(d^fe unb einen 6c|eUel)>unft. 

6*, 
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2. 4y*-l-x«-24T-12x-+-68 = 0. 

gär biefe Qnm entfielen folgenbe brei Sebinguitgcn: 
3Sin2aB6; 4(b — 3)Co8fl;— CA— 0)Siiitf » 0; «nb 

4b» + a'- 24b- 12a -+-68 = Ö 

itnb oud Ußm bie Stefultote 

««0ib = 3ia= j^j; 

6urt)e ^at bal^er jttjei 5(d{)fcn, eine jjaraUcl mit X, 
bie anbete yaraUel mit Y itnb erf(^eint a(d eine gercidlof* 
fene ffum nfit öier ©d^citelpunf ten ; gu « = O5 b ■= 3; 
a =B 4 tvirb bic ©Uid^ung 4y'^ x ^ — 4x' = 0; 
3ua«0| bc»3; a^Sj aber 4y'*-*-x"-H4x' « 

femer ^; a » 6^ b « 2 tt)irb fw y'*+-4x'^ 

^Sx' « 0 unb a« « » ^5 a b « 4 entfielet 

- ' - §.42. 
Cüti ben Sattfletitett uub Slfym^loUit ebener d^urvem 

3fl P^^y = 0 ober y = y« bie gegebene ©leid^ung einer 
ebenen (£un»e$ y a a + bz bie, ber gorm nod^, befonnle 
©leid^ung einer gcraben \^iiüc uub follcu tercn Parameter b 
ber Söebingmtg gemäß beftimmt iterben, baf für einen feftge^ 
feilten $unft ber Surbe, alfo für einen befiimmtm SBert^ 
toon X, bie ©erabe bie JEangente ber S«r»e tt)irb, fo muf nid^t 
nur y, = a-nbx, fonbern jugleic^ aud^ bie 3)i|fereni ber 
beiberfeit^ anUegenben Soorbinoten ber Sme itnb Slangente 
ein aSinimiim «werben* flU fbtb aier, k itnenUidl^ fhtn tmb 
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, ^o^cre ®roinririe. §. 42. 85 

ciiuiuil ^üfitfe, bti6 untere mal negatit) gcbac^t, ^rnacjifcar* 

unb ebciifatlt? ber 5: ai;forfrf)en D^ei^e, bie ber Öerabm 
aa + bx+b kj fo(gU(^ bu (a^folui gebac^U) 2)iffmna 6eiber 

liiib bicfe tpirb ein (a5|ülutc0) 9[!^iniamm, mnn ba^ er|le 
QMtcb ald bominirenb ($. 4. unb 5.) mfd^kotnbet. äKan ^ot 
alfo bie ©ebingungcn «• a-i-bx unb öy, = b, unb ^icr# 
ou^ bie )>erlang{eu Parameter: 

a « y,— x-ay,j b » Öy,j 
fo n>ie au4 H>enn ben ffitttfel (egeid^^net, ml^m bie fo befHmnUe 
Sangente mit ber 6oorbinaten'^cl[)fe X bi(bel, nad^ §* 37. 

tgra » dy,. 

fficjeic^net D" ben 6erfll^nmgd))unft ber Siingente mit ber 
^UTt)e, A ben !turcJ?fi^nüt$j)unft bicfer 2^angcnte mit ber ^Hci)fe 
X ber ^bfciffen, G ben 2)urd^fc^natd))unft ber in D auf AD 
erri^teten Sflormate ebenfattd mit X, unb B ben @nb))unft ber 
bem $iinft D cntfpreci;t'uben ^bfdffe x, fo l}eipt AB bie 
@ubtangente, DG bie fftotmaU, BG bie ®ubnorma(e 
M Vunfie« P (Sig. 1.) unb e^ folgt, tgB AD — dy« fo« 
gUic^ ncc^ 

Subtang. » ^ , 

Subn. «a yöy.j 

fo wie ber abfolute SBert^i »ou AO =» ^ — 

öy« 

ßntpe^cn, »enn x unenblid^ grop ^md)t wirb, für 

Y x8y 

lg« = ciy, uiit) au^ für AO = ^ ^ enbUd[)e iüail;e, 

öy« 

fo befHmmen fie bie Sage ber ^an^entc für einen unenblic^ 
toeü entfernten $unft ber (£urbe, b* l^. bie Sage ber ^lym))^ 
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tote, ben gall aufgenommen, wenn X fel5ft 2lfi;mptote ift 

8eif)>UL Sflt Ue SuiDe y*~x«-6x « 0 cittße^t 

finben ätt>ei ^^mn^toUn itatt, für iodd^e A0 = 3unba=s±^i^ 
ftd^ ergießt 

43. 

Sfmfttlittig, Ol eine eleite tutu att einer Uftimmitn stelle 

(oncai? cber coniorir ifl, ober einen Senbttitge{)unft ^at 

Sßirb an biefer Stelle bie Songente itnb auf er ber Drbu 
note bed gegebenen $miftd aud^ bie Beiben, aunv^fl beibcr« 

feitf , anlicgenbcn Drbinatcn fotvof)( bcr (5uxu a(ö ber S^an^? 
gente gebaut, fo ij^, mm bie S)iferens beiber auf beiben 
©elten mgatip erfd^eint, bte ßutbc gegen X conto», erfdjfelnt 
jie aber )ßo(xiiv>, fc ifl jie contjejc gegen X. 6ö iji aber biefe 
Sifferen^ na(^ §. 42. 

unb n>irb mit B^y. einerlei ^eid^en behalten. 2ft boi^r für 
ben gegebenen SStttf^ t>on 

Ö*y, negatit), fo tfl bie ßurbe an biefer ©teile 
eonea\), ifi aber 

d'y, ))ofitb, fo iß fie an biefer @teUe cott)>ejr 
gegen X. Sollte aberö'y. fid^ für irgenb einen 
SSäert^ »on x gkic^ Stull ergeben, fo ifl an biefer 8te(Ie bie 
ßiuroe koeber conco^ nod^ conoejr, unb biefe Stelle iß bann 
ein 9Benbttng6))unft, toenn bie Sur^e auf ber einen Seite 
berfeI6ett fldf^ coneao, auf ber anbern aber coni>er ergeben [oUte. ^ 

9eif))ieL 2)ieSuroey » x'-Ox^'^-Sz+d ijleon^ 
€0)) Don X « CO bi^ x< 2; eonbex «>otix>2M4z«ico 
unb ^at X = 2 einen äBenbungöpunft. . 
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44. 

9efl{iitinttii|| Ux ®ro^e obrr ^e« <0r<ib« bcr fttfimmtiiid einer 

eigenen ^ur»e an (eber (Stelle buldben burd[» ben ^aUmeffri 

ber iiiumutung. 

feigen ; ivd<^€r einer bcßtmmtm ^M\d\\t x entfprici^t, unt^ man 
bctA fidft in bcrfdften &m nnenblid^ iDie(e Areife, beren $e^ 
ri^)]^erien alle burc^ P <\^htn, fo I;cipt berjcni^c tiefer Jtreife 
ber {14 in P am inni^fteu an bU (^ur^e anfd^Uept, fo bap 
Sivifd^ i^n unb ber Sun^e tDeiter fein Areid ejrißirt, ber 
Ätfimnitin9^^,^rci(^, imb fein JRabiu^ ber ilrümmungö^ 
^albmeffer für bicfc ©tcUe P. S3e^eid;nett bafier A unb B 
bie Sootbinaten bee inittel))untt<» unb R ben ^ai6meffer biefed 
Ärümmung6freife^, fo ifi bie ©(eidf^ung beffelben na^ §. 38. 

y « B ± 1/R^^Cx- Aj'i 9y. = ^ i Ö^y. 

II. f.. rt^. fofqt. ^ie ffiertl^e bcr brei C^caftantcn A, R ftnb 
nun ber ^ebingung entft>red[^enb ju beftimmen, bap, ekn fo 
tovt in $. 42., nid^t hM ber $unrt P ber Surbe tmb bem 
Äreife öemdnfci)afrti(^ alfo y, «= B±]^R*- (x-.Aj^, fonbern 
gugUbl^ au«|^ bie S)ifferen^ ber beiberfeil^ gunäd^ß anliegenben 
jDibtnaten ber Snn>e unb bed Jtreifed ein abfoluted aRinimum 
»erbe; biefe i^ifferenj ifl aber nad^ Sa^Ior^ ^cil)c 

unb n^irb ncmftmüQlidjfl, imm fo mdc ber erfieren (alfo bo* 
ntititrenben) @lieber oi^ irgenb mdgttd^, ^ Stuft gemocht tm^ 
bett. (Ed ftonen aber nur fo t>ie( Sebingungen erfüfft t)>er:' 
ben, a(ö Unbefaniue (l)ier brei) in ber Slufgabe toorfommen, 
unb >tc S^bingung^letd^unaen jinb bolfter l^ier: 

y = B =b YB? ^ (X - A) ^ 
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öy.-^^g = 0 unb 

B'y«-f- ^y^g^a = 0, mit> auö i^nen a^ält man: • 

— ä^-^y-^ 

2)er SBerti^ Don B ober aud^ We jubor erfolgte ©epimmuna, 
o6 Mc (S'urt^e ii: P conca^ ober cmm ijl, emfd^eibet, auf 
ml^cx ecitc ber (^urt)e ber 3Ki«e(i>uiift ber Animmung liegt 
gör bief« ee^betien SBertl^e »on A, B, R {ß bann bie 

2)ifferena ber, tcr 9cmcinfc^aftlid[)eu Drbmate in P gunäd^fl 
anliegenben beibett Drbinaten ber ßurbe unb be^ £reife^ 



[ 



Cy-By J (.3) 



unb bad arfte (alfo bominirenbe) ®Heb biefer Steide ioed^fett 

fein ;}d4)cn mit k, fo ba^ alfo, n^enn k Derfd^iebene ßeid^en 
annel^men fann, ber aefunbene Äreiö bießuroe inP fc^neibet, 
"für bie fünfte P aber, f&x mt^e k nur iJofitio ober nur 
ttegatiö exifHrf, hxüi)ii ober o^fulirt. 

Seifj)ieL gür f = öx wirb A | + 3xi 

4 1 * 

B « — gX-J/x; R =. ^(9h-4x)', unb ber Arflmmungd« 

Äreie fd^neibel bie 6urbe in atten ben- fünften P ju ^3ofttit>en 

SBert^cn »on x, bte grofer nne 9?nU fint j m bem m x = 0 
gehörigem ^unft P ai>er im 6c^eitelpun!t) o^fulirt er, tt)eil 
gtt X « - k fein $unft ber «urbe eri(lirt, mag k Kein ober 
grof gebadfit toerben. 
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i>h\}tn i0Miielfir. $. 45. 89 
§.45. 

SBcflimmunQ tangdttheitbet (ihtntn an %Uii}tn, 

3fl irgenb eine S^Äc^e burd^ bie ©iei^ipung F.,,,. a 0 

gegeben, unt> foU pir ten, bcn Goorbinateu a, b, c entfprc* 
d^enben ^^unU P bcrfelben, eine tangentirenbe (Sbcuc gelegt, 
alfo bte Parameter A, B, berjenigen burdf^ biefeit ^unfi ge^eiu 
ben ßbene, beren ©Ceid^ung nad) §. 39. 3. 

z — c-+-A(y"-b}-HBCx — a) = 0 

be^tni iperben, tt>e^e ful^ in P am itmigften an bie giä^e 
anfd^Iieft, fo. entfielet a(d 2)tfferen} ber benad^barten Soorbtnoten, 
ber gldd^e unb 6bene, ii^enn blo$ x » a {td^ um k änbert, 

[8 z, -i- B J k + 8' z, ~ -f- . . . . 

unD iicnn nur y = b fi4> um r änbert, r 'wie k uucul}Iic^ 
flein gebadet, 

[9z, + A]r-h8'z,.^-f-.... 

unb l>tibe 2)ifrcrcnjen werben neinftmogli^jfi mm A = — (;dzy\ 
unb B » - (dzj. ifi. (Sub^uirt man biefe SBert^e, fo 

folgt alö ©Icic^ung für tac in P tancjenttrcute Sbene 
z-c-(y-b).(az,)fc-Cx-aXazJ. « 0. 

53eifpiel. Xie @6ene 311 kftimmen, ttjefdfje bic ^ugcf* 
pöd^e x^-<.y»-f.z* = r* in bem Sßunft P berührt, ber 

X = unb y = gcl^ort* 

Sl^re ®ieid>ung ergießt fidj^ 

12z-i-4y-*-3x— 13r = 0. 

5lnmcrf uiiß. ^irbnfid^r 5*ffn'mmitncjcn Uv^a\ fid? füt bciüljrenbc 5!u- 
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4^erlriteti0 äU^tmdum Oefe<»eii im Ißt» 
flitiiiiittitd Pttlcni^tn in 8* »e. ema^nitn 

§. 4r>. 

1« %&t titnt Surtreit 

3fl C.,y = 0 bfe ®b^uno, AB bet ©oflen ber Cutöe 

Cöig- 2.), bejfen Sange s kftimmen ifl, tinb entf))rid()t A 
ben eoorbinoten OC » CA « (yO,5 ß OD = bj. 
DB =» (yOi,, fo tt>mn für jebcn 5punft P attjifd^en A tmb 
B bie SÄnge »on AP burd^ v au^gebrucft mrb, bog «ac^ft 
anliegiubc unenbtid^ ffdne'ÄOfleni^feitient dv — ydx^-^dy% 

ober na^ §.33. 1. öy.-dx f&t dy gefegt, dv = 

unb alfo t » ber 6itmme aUtt biefer unetiblid^ t^ideti iittb 

Deinen in fietiger goige anemanber l^öngenber Sogen^^emente, 
n)eld)e alle burd^ Vl-f-^y^'-dx auögcbrurft fmb, wenn all* 
mäklig a, bann a+dx, a+2dx f, »>. hi6 gulefei x- dx 
für X gefegt »(rb. 6« Ifl aber biefe bur# 2* [Vl +ay .' dx] 
au^aubrüdmbe Summe nac^ 33. 2. = T Vl-f-öy? dx 

unb folglich: 

s-r j/l + ay.'dx. 

6e»t man für jcfcen 5pun» P ber Cnr^>e, 0 al^ geWÄl^tt, 
ben ^ai)iuö^cctor OP = r; ben 5PoIartt)infc( POX « <^ unb 
für ben anfang«))ttnft A bicfen SBinfel AOX = a, für ben 
(Snb)»unft B, ben BOX •= fo baf x « rCosy j y =* tSntp 
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ijj (§. 31. 1.) unb fubftitutrt biefe Sertl^e, tnbem ^ugUic^ 
Öy^-Bg), für öy, gefdf^riebeii mirt», fo mtfU^i (nac^ §. 27. 
Sie SRc^iobO Ue aOgemdRe 9tcctififatioii^^9efiiic( für $ol<ir^ 
Soorbüioten 



2. güv ^)0^^^)e^t gcfrüinnite ßurt>en. 
6inb bie, bie ginn eiiicr dum t>cp)ßtUtt ^rümmuttg 
iefKmmenbm ibeibcn (Sind^tmoeit; F^y,. » 0 unb f>,y,. « 0 
gegeben, «nb beaeic^net s ble beftimmmbe Bogenlänge 
givifd)en ben &xänitn x = a unb x = b, fo erfd[^eüu pir 
icNn Sogen t ber imeitblU^ Heine duttHid^d dv ^Diago' 
narc eimö $paralltle>)ipebumö x^on ben ?(bmef|ungtu dx, 

dy itnb dz, tmb ed ifl olfo dv Vdx* -f- dy* -f- dz* 

ftcation^^gormel; 



33ei 5tnW)cnbung biefer gormel ift, m^Um au^ beibeu ®(eU- 
(i^ungen F » 0 unb f » 0, z eUminitt tDorben, dy.; unb 
n>enn y etiminirt ift, dz. gu entnel^men, unb fuBflitmrt man 
. bann beibe, aU Functionen \>on x f!c^ ergebenben SBtxt^)e, 
fo i|l bann bie Integration nad^ x aud^ufu^ren. 

8eif))ie(e. 

1. Sji y = V2rx — x^ -f- r Are Cos gegeben, fo 

1 

folgt a^if^en ben ©renken von x « bi^ x » 2r; 
8 « 2r. 

2. gftr r « aqp entfie^it j^rifd^en ben GhTenjcn ^ 0 
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&*ffidc^ Sanee n bie 2)urd^f(d^mttd(mie ber 6eiben 
®enen 3z-*-oy-*-2x — 30 = 0 unb 2n-4y-H3x 
24 von X 1- 0 bid X a 4f ' 

folgt s = 2.]/78. 

mmitetd unb ber einer ^albfugel, n>enn beibe bte 

ebene ^oben, ber normale Mt^d aber 2 a ^ur ^if^ 
l>on X 0 bid X » a ? 

Xic &kid)\in(] i\t, W)mn tcr ^I^iittclpunft ^cr OjrunD^ 
ebene a^^i alö ^nfang^|)Uiift 0 ber (loorbinaten, unb 
2a M bie Coorbinaten^Sf^fc Z geioAl^It irnrb, für bett 

^vc^claiantcl: — 4y* — 4x*— 4az 4- 4a^ = 0 3 für 
bie DberfUd^e ber •^albfugel: z^ + y^-i-x^-a* « 0, 

tmb ed entftc^t fowp^l ^ 

s a ^aArcSi]i|-, 

alfo imaginär. iDer Studbrud ^ giebt bie Sänge be^ 

JDiiabrnnten ber gemeinfdH-i[tiid;en ®runbe6ene a^-r^ fccr 
)toeite ^ogen eriflirt nic^i bid ^ur ©ren^e x « a, l^in^ 
bem SU X » a nur aHein y a 0 unb 2 » 0^ )U 

X Ä 0 aber, fciDtU;! y = a unt) z = 0, al^ö aucf;: 

3 4- 
y = -a unb 2a»^a papt], fönbcm für biefm 2)ur^^ 

3 

fc^niU iß ^a ber gtopte SBert^ »^n x. 

§. 47. 

Duabratureu )»on (^betten unb SIÄ(f)em 

^ 1. Son @benen. 

^Ter 3nl)a(t E jeber ebene, begrän^t öon einem Sogen 
AE (gtg. 2), einer Surbe aur (8(eic^ung y « y,, ben DrbU 
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nakn (y,), = AC unb = BD p ben 6nbj>u«!ten biefcö 
»0fleii^, unb Um ^tÜ b-a - CD ber «df^fe X, tß, i^mft 
X aDe SBert^e Don x, t>on x » a bt6 x » b — dx (mfbtiät, 
= 2'[y dx], ober, nad^ §. 33. 2. 



®ol( ber 3nI)aUE eine^ ^^uofc^^mtteö tpie AOB, bcßianjt 
»Ott bcm iBogen AB unb gmei S^abien^rSectoren AG unt) ßO, 
aOgemein au%bn\(ft n^erben, fo fü^rt eine $o{ar'@(e^ung 
am Ieid()tePen ^um ßid. i^cjcidnu't nämUrf> fiir jireu ^unH P, 
r ben !Rabiitö'S3ector OP, ^ ben ^olar^SBuiM POX, a ben 
AOX| bm BOX, fo mirb, n^enn tp mndip toä^^, ber 

tfu^fdi^nitt BOP um ^ rd^^p toad^fen, itnb ifi alfo 



2. SSon öia^en. 

^ 0^^,. e 0 bie gegebene &Ui^mi ber SUd^, unb 
foir ber 3nl^a(t F beö 9taume6 berfe(6en att>ifd&cn ben ©reni» 
^cn x", -x' unb y', b. f). ber Xl)ai F biefer gläcf)e aüge* 
mein audgebrucft n>erben, beffen $roiection auf bie Soorbtnoten^ 
€bene XY ba6 {Red^tecf !5on ben «bmeffungen x"— x' unb 
y"— y' ift, fo f)at man, wenn x jeben SBertl^i »on x amif^^en 
ben @renaen j^', unb y jeben äBertl^ r>on y atoifdjien y"' 
unb y'; (p aber ben SBmfet audbrötft, weJd^en bad gWd^en* 
(dement dF, mit jeiner jproxedon dx-dy auf XY, hüM, 

dV'CoBip CS dx>dy • 

i5)enft mau fid) nun burc|),beu (inopunft A (gtg» 3.), ber 
|tt X unb y gel^^igen £>rbittate z, eine (Ebene tMiraDel mil 





)>on 9» » bid 9 a a — dqp 5 b. 1^. 
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ber XY unb fc^neibet bie ^Verbreitung bcr, alö @6ene min\c^ 
^mbtti unenMicf^ timm, %lä^ d¥ biefe (titnt in einer (Bt^ 

1 

TiAcn mf^'mil dx bm SStnfel affo mit dy ben ^ 

iilbct« fo tjl dxSia^tg^ bem 3um^ dz )oon z in Si^ 
jiel^unö auf bie Äenberuiic] dx t^on b. IJ. dxSin^tgg) 
SB dz^idx mib dyCos^tgf/? = bem ^uwad^ dz m z in 
Seatd^ung auf Ue Xcnberung dy )>on y, olfo 

dyCosJtg^? 5= 8z,dy, 

imfe an^ (dbcn ®(ei<|ttn9en fo(gt, n>crin man S eßmintrt, 

Cosa? sa ■ . ^ . 

^ Vl-4-ÖZ.»H-az,« 

aSBilb mm biefer Sßeit^ in dF Cos^r » dxdy fu6^« 
<uirt, fo folgt 

dF »» dx.dy.yi-^Öz.»^ÖZy\ 

unb al]o ift bcr uiicnbKd^ fdnuale, nur dx breite Streifen, afö 
^^eU ))on bejfen ^4iroiection auf XY bad ^e^^ted t)om 
^alt dx-Cy^'-y') ip 

dx . ^ ^- az,* dz/ . dy] 
[/.^/r^TO^i^^'-dyJ.dxj foIgKc^ 

F « 2' [jV^,^ + 6z«^ 4- ö dyj dxj 
ober (§. 33. 2.) 

meld^ed Me affgemeine Ctiabratur'flfotrmet für Stadien ifl. 

3fl bie Slad^ eine Umbre^ung^fldd^e, erzeugt burd^ Um^ 
brel^ung U6 Sogeft« AB « s (gig. 2.) um kie Hd^fe X» wßb 
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finb bie enbj)unfte mx (y.), unb (yj,, ^u^ld^ Mc (&ib))ttnfte 
l^on 0^ fp iß icbc^ Sogen '(Sfemcttt 

unb bic von bcmfclbcn befd^rieCcnc uncnblidf; fc|ma(e 3("tc 

- 2»ryKl + Öy.*.dx, alfo 
F - 2a [2:yj/r+ Öy.* - dx] 
Mtl X = a bis X = b — dx : eh r 

¥rs2n'f y |/T+dy?.dx. 

1* (S^ fei y Cd'-x)* SB 4x*) ttnb E^^t k^irb gefud^t 
SRan erl^t 42 - 40In2, 5 - 5, 35 .... 

©otrte Ee^o tcftimmt werben, fo tt^ürbe ftdf) m ni^t 
eri^renbe« 9Iefuttat ergeben mflffen, mil ^k^ifd^en x » 0 
imb X a 6, nMLi^ füt x b 5, fein Sßert^ für y 
crijiirt (§. 33. 2.). 

3. S)ie Dberßäd^e einer <^l6fugel jum «^ai^metfer r {u 
(jt^ttUtten* 

KOjfi man O in ber iTugelftad^e, OX bufd^ ben 
SRüteipunh ber Äugel 9el)enb, fo bap (§, 40.) a « r; 
b » 0; c B 0 iß, fo iü bie dleid^ung z*+y^+x' 
-*-2rx » 0, unb att^ C^r 

|/2rx — x^ — y* 
















unfe^ tDrnn .biifer SuAntcf 

y^Ady « r Are Sin 



)/2rx-x» ' 



Digitized by 



96 mm i&tmani* $»47/48. 

alfo att)ifc||Ctt ben l^ier fefigcfc^ten ©renjen 

Adv =1 r;r : bann 

* 

frndjL a r^x ; 

fofgiic^, ^kpifc^en ben burd[^ bie Aufgabe feftgefe^en 

x" « 2r nnb x' « o j 

F = 2r'irc. 

Sßa^tt man 0 im mtttlpmlt bcr ^gel, fo i{} Me 

®(eicl)un9 z'4-y*-f-x^ — = 0 ;um ©runbe ju le* 
'gen. ^m einfad^^en meidet {id[^ ba^^i^l t>ux^Mnt»m^ 
bung ber gormct plr bie Umbfe]^nngeiflddf)en. 

§. 48. 

a5eaeidf)net K bcn 3nl}a(t cined forperlid^en 9tmimei\, be* 
grinat ))on ber, ber ®(eid^ung F., . » 0 entf^^red^enben giäd^e, 
entwebcr ganj t^on i^r, ober audf) t^>ciht)cife i^on Ebenen, bic 
mit bcn ßoorbinaten^ (Svenen jiifammcnfaUcn ober iparaüel lie^ 
gen, uitb man benH fid^ tnnerl^alb ber für x unb y feflgefe(^ 
ten ©renken x' x" ttnb y' 6ia y", ba^ imeubUd^ flelne 
Sed^teif »om 3n^|ait dx • dy, unb »erfteJ)t unter z' biö z" bic 
®ren|n>erl^e loon z f&r ben gebadeten S^xpet an biefer Stette, 
fo baf beibe gunrtionen i>on x, y finb, ober aud^ conflant fein 
fonnen, fo ip [z"— z'Jdxdy ber 3n^alt bed über dx dy 
befinblidj^en, mit Z paxaMm Slementar^S^eildj^en^ be$ Mx* 

fol^ü(^ dx.^[(z''-.zOdy] ober dx^^^ ^(z''—z')dy 

bie Summe aVer biefer (STementar^Stibd^en, ober ber Sn^aft 

ber (Bd)id>t t?on ber 3)icfe dx, mid)e pwtaM mit ber Qbmt 
YZ, in ber Entfernung x t>on i^r, aie ein obgefonberter S3^til 
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Don K häxa^m i^, mib iU Summe oller bicfer 
im, olfa 



mif eitle ber «d^feti, eima auf X normalen SHtrd^fd^nittdeBene 
mmUttfOot alö guttction »on x au^^ubtüif ert, ift berfelbe = F., 
fo ^ot man bann fogieid^ 

K^f P.dx. 

aeifj>ieL 

Sen 3n^art M Mitpm su tepimmen, ber bcgranjt ifi 
t)on ber gläd^e az-f-y*4-x*-r» « 0 unb iören brci ®runb^ 
f4^ttüten? . 

ergfebt f!d^ ber »erlanate Snl^alt naci^ jeber ber kirn 

fKittiPetititttgM »er allgeiiiditM® efe^e auf eBeite 
alftelbi^aifd^e 6;ttrt>en t>om jmeiteit (Stabe, 

!E)ie chrun afgebrai|'d;eu Suröm an>cltm @rabc0, beren 
altgemeine gorm olfo 

Ay«H-Byx-i-.Cx*+Dy-hEx4-F « 0 

7 
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U8 i^fl^ Qkmtttk. J. 49. 

Ift, t^erbcn Ml)a\h Äege(fc|nitte genannt, tt)eU t>it Durc^* 
fd^nitt^^SuvDc |ebed imbcgrAttat^ AeselmonteU mit einer it^ 
licbig, nur nid^t burd^ bic ©pi^c be.6 Äegeld, gelegten, bm 
^egel fd^neibenben (S6ene, in Seaicl)ung auf jebe gtoei in t>ic^ 
fer (Sbene geu^A^tte embimiten'9<|»fm X, Y, anemal t>otii 
anleiten ®rabe ifi, alfo obige aUgemeine gorm l^at. .SBlrb 
ndmlid^ in einer ber Seiten S eineö unbegrdn^ten gemeinen 
(nonnal gebaci^ten) legete (gig. 40i in ber beliebigen (Sntfer^ 
nung h t^on ber @pi^e beffelBen, ein $ttnfi D ^mä^lt, bur<| 
S ein 8l4)feut)urd^fc^nitt M gelegt unb in ber Sbene benelben 
in beliebiger Stid^tung oud D eine gerabe Sinie L gesogen, 
ttefd^e mit ber, S gegenüber (icßcnben, Seite S' beg ^egefg 
eont)ergiren , bitjcrgiren, aucfy ^)aralle( fein fann, unb bann 
burd^ L eine (Sbene £ normal auf M gebadet, fo fd^neibet £ 
bm Kegelmantel in einer ebenen 6ttrt)e, f3r n>e(d^e L bie Kd^fe 
unb D ber Sd^eitetpunft iß. 

Se^eid^ttet nun a ben S93inM ber, $(d[^fe beg Aegelg mit 

ieber feiner Seiten, ß ben SSBinM, m^m L mit S einfdjlicpt, 
u iebe Slbfciffe ^juf L »on D ab, niib z jebe ber kiben ü 
geljidrigen gleid^en £)rbinaten beg £egelfd^nittg ober ber S)ttrd^ 
f4)nittöirSurt)e, fo ifi z jngfeld^ Drbinate auf ben IDurc^^meffer 
ber burd^ ben @nb)}un!t bon u normal auf bie ^d^fe be^ iie^ 
geld gefegten Kretgebene, itnb bie angel^Mgen beiben SCbfeiffen 

btefeg S)ttr<|^mefrerg ergeben M leic^i bie eine - 

bie onbere 2h Sin « + " ^'"^^^J" i nnb ba, nad^ ben 

Gigenfd^afiten beg jttetfed, il^r fßrobnct gfeid^ ifi, fo ^ot 
man affo aU Stefatton att>ifd^en ben 5l6fciffen u auf ber Steife 
^bom @d^eitel))unä ob, unb ben ^ngei^origen normalen Drbi« 
mm z iAt» Xegelfifinitteg, bie 0(eid^ung: 

z* SS 2li Ig« Sin^ • u H * ■ i-^ . 
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1^: bm tanftmUn ttocfßdetiicn ober ^mettt 2higaSiaß 

Sßcrbcn nun in bcr @6ene E mUtül)T:liä} bie (Soorbinatcn^ 
8[d|^f€n X, y gettJd^It, unb ()e3ei^nen a, b bie ßoorbütaten M 
steitcit «Infattg^puttßed 0 (gig. 50, ^ aber ben Sßtttfel beir i((|»fe U 

mit ba neuen 6oorbinatcn^5(cJ)fe X, fo ifi (u)ie im §. 35.) 

95 ai b-f-xSm^-f*yGo8^, 

«nb |ub|liUurt man btefe SBert^e in bie vorige ©leid^ung, fo 
ta^tfft eine (^leicbimg m ber S^rm 

Ay^-f-Byx-f-Cx^-f-Dy+Ex-f-F 0, 
n>arinnen: 

B » 2(1-1-0) Sin ffCos^i 
C = Sin' (5 - 0 Cos' ^; 

B « 2bSiiia— FCos^— 2aOCog^| 

F « b«-Pa-Oa' 

ifl, fo baf a(fo ieber Aegelfd^nitt eine olgebraifd^e (Sum stoei^ 
ten ®robe«, unb nmgefe^rt, febe ®(eid^ung jmeitett ®rabe« 
jtt)i|'c^en X unb y, ttjenn i^v ^ufammengel^origc reelle 
Sßertl^e »on x unb y entf))red^en, einen ^egclfd^nitt 
barßedt 

S3eurt{>eil«iui ber gorm eincd Sit^}(li<^n\titi> au« bcr allge- 
meinen (£oorbtnat(n'(S^Ut(^ung beffeibem 

©te ffoorbteaten#®Wd^«ttg « Pn+Ou«, »enn bie . 

Sftfciffen u auf ber 5(d^fe bc^ Äegelfd^nUteö »om ©ci^eitelj)unft 
4il genommen loerben, liefert: 

1. gür /5 « 2«j 

« 
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100 ^^i^ittt ©eomrUu* |« ^« 



gletdftgefonnle imenMid^e 6<|iettfcl i^ot» 

2. Sur /i? > 2a I 

z< a Pu— On^r ßum (SIIi))fe l^cipt ttni> fet' 
um unenMid^en ©<i^enlel i^at, fonbcm dne gef^IofTene 

Cum {fr 3tt bem Ufovbm galt, tvcim ^9 ^ + « 

ifl, I9irb 0 « 1| olfo — Pn-n*, Ue (Sleid^ung 

für ben ,^rei6 ^um ^Durc!)nieffer P, toona^ ber Äuiö 
mit utUer l)ie &llit)fm au ^ö^im ifL 

3. gut /9< 2«j 

« Pu-i-öu', ttjefc^e ßum ^}^ptxbü l^eipt unb 

P 

SSBefD^m n^on grdfer atd aud^ Otbinotm (im 

©d^eltegel liegenb) gel^ireti. 

6iä ciufte^t a&er auö t>cr ati^emeineu ©oorbinatm-StcU 

ad i, alfo für We ?Para6cr, 

A = CosM j B =: 2Sm^Cosd| C SinM, 

mt<m» 4AC— B> a 0 f0(gt| 

ad 2, für bie (Jai))fe, 

B » 2(i-0)Sm*Cos^j 

C = Sin^()-f-OCos^^, 

ad 3, für bie ^vpcrbel, 

A « Cos^d-OSin^^j 
B » 2(1 + 0) Sin <»Ck)S«l 

mtam fi(^ 4AC-B* < O, b. mgolto crgiebt, tmb 
l^iermte er^eaet, M>e(d^er ber A:egdfd^mtte einer a^8^^^^ 



« 
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i)^m «komflrif« f* 50, 5h 101 

m 

aUgemcinen 6oortinatcn^®fci($unö ^om jtt^eitcit (3taht 
entft)ri(^t. 3|i 4AC-B^>0, dfo bie gum eine 
@lli)>fe, a(er auf erbem augleid^ nod^ A « C tmb B « 0, 

fo ifi Wefc eaipjc ein Slm^ (§. 38.). 

eeif)>iele. 

1. iffiaö (Mt y'-f-ax — b = 0 für einen Üc^clfd^nUt 
bar? eine ^axaiü. 

2. Sa6 We ®W<i^«ng xy-a* - 0? «feie $werM. 

a äßaö bie ©tei^^una =l=2xy 4- - 20? eine 

§. 51. 

Sßcn ht% faxt^htl indbefonbere* 

Sft iiDifc^^en Slbfciffen x auf ber Sfd^fe bcr 5ßara6cl, i^ren 
@(l^eI))unK M 9nfaned)>untt geiDä^tt, tinb . red^tu^inHidEfen 
Oibinoten y bie (Sleid^itng « px entmeber mmrittenar ge^ 
geteit ober ou« ber aU^cnieinen ($^ooTbmaten*®(eid^ung nad^ 
41* p (ber a4ifen))arameUr) beflimmi, fo erl^ält man 
IcUM folgenbe Stefuttofe. 

1. SBenn a ben ilßinfet be3eicf)net, irelc^en bie S^ngente 
im Snb))imrt t»on y mit ber «id^fe bilbei, fo iß 

te« ■» ^ j bann Subt =» 2x5 Sobn. » ^ 

• femer, toett d^y« « — ift, bie Ärünuming burd^^» 
aud coneaio gegen Xj bann 

A«Sx + ^P3 B« — ^1 

R»«A(4x^p)^ (§.42,43, 440. 

2. Seaeid^net B ben enb)>unft ber «bfcifie x |p ; P einen 
beliebigen $nnft in ber )>araboU|^en £inie, fo ijjt bie 
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®mU BP a X -f-^p, mt> iiü)t mm au0 P eine 

^axaUtU PS mit ber ^Tdjfe, fo bÜben PS unb PB glcid^c 
aSinffl mU b€r S^ngenle in PB S^renni» 

ftraf^l, B iBrenn))un!t genannt n>ifb. 

3* 3ebe parallele mit ber Sl4>fe einer ^ara6e(, n>ic etwa 
FS, ^abixt atte mit ber 2:angcnte in P pataMt 
nen, unb l^cipt ein ©nrd^meffer ber 5Paro6e(. SBirb 
nÄmlidSi PS alö ^i>\ä\\auM)\c ^mäl)Ü, P alö Slnfonfl^* 
pwM, unb be^eid^nct u jebe Kbfciffe, w a(<r Me ent«' 
fpred^enbe l^albe €e^ne aM IDibinate nnter bm ®{nfel a 
(fte^e l.)f fo ergie^i fic^ auo ben ®leici[^ungen y » pz^ 
P 

^ 2y 

[wSln«-*-yJ' s» [x + u-t- wCosaJ 

bie ®ld<i&«ng « ^^'^^ »oroua bie SSBaj^r^eit 
frl^effet. 

4» Se^eid^net D ben @(i^ettel)>unft einer $arabel, P einen 
MteMgen $itnft btefer Surt^e, x unb y bie eootbinoten 

beffe(6en, G ben gufpwnft y, fo finbet fi^ ben 
attgemeinen gormein in 46, 47. u. f« n)* 

3p 4 P 

2 

bie (SKne DGP =» ^xy j 

bann, B ali^ $renn)}U)ilt gebaci^t unb unter q> ben Sin«* 
lel DBP t^erfbmben, 

bie (State DBP = |^.tg|.[3 + tg'|] 

unb bie (Sbene, begrdn|t ^cn n, w unb ben tugel^origett 

2 

Sogen « TruwSina^ femer bie gldc^e ber (Solotte, 



« 
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mcU^ DF M ber Umbrd^ung um x t^tttU 

imb bor 3iifKi(t be^ bei ^iefer Umbrel^mig m ber 
Sbene |xy bef^fmbenen )^arabotoibifc^n Sbfd^nittd 

1 1 

§. 52. 

Seaeid^net z iebe Hbfdfff, t)om @<|eitel)>im{t ald Sin« 
fangö^)unft, (Alf bet ICd^fc gmommett, itnb y We jugel^origen 
£)rbinaten, fo ifi entn)eber unmtttcfBor gegeben, ober auö ber 
attgcmdnm Coorbinaten^^kicbung na4» §. 41. gcjiinbm, 

' y* — Px— Ox% 
uub ba auö büjer ©leid^unö Mfl^/ bap y = 0 n)irb, nid&t 

P P 

nur für X = 0 fonbern aud^ für x » ^ fo (jt ^ ble 

fernung bcr gegcnüberliegenben ®d^eüef|)unfte, olfo bie Rbtge 
ber ^d^fe, unb fott burc^ 2 a beaeid[>net n)erben. 6^ folgt 
ober oud ber @kv^mi y* « Px — Qx^ mui^, bof y ein 
aSariomm u^irb, ^r x « itnb bafi bie ®tift biefed SRiU 

jrujiumö «■ iftj mirb biefer Sluobrucf burd^ b be^e^net, 

P 

fo folgt bann oitd >en , beiben ©leid^ungen ^ ^ t a iinb 

V|g - bi tt)eil Q nid&t Slutt fein fann, F - 0 = ^ 

tmb fubitituirt man beibe SSBertl^e in = Fx— Qx*, fo 
nimmt jie bie ®eßatt 

y»«:^(2ax-x») 
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104 ^öint Q)fl)«itok. I* IjSU 

MA hom ber ^t^f^^/mmpmiU M (Sig. 6.) »Ott 2a 
ittib 2b Slnfang^^unft ber Q^oofbinotm y Qmäf)U, n 
auf a betocrfcitö M ab9etragcu Qc\>a<^t, fo bap x « ad=a 
tDurb, fo etitßcl^t bie no^ tinfacj^e (SleUfutng 

y» • ^(a«-tf) ober 

« 

^ a» * 

a\i^ \vM)a md> exhcU^, ba^ 2 a unb 2b bie (5((i^fe in t)fer 
congrutiUe jDuabrantcn tl^eUetu ^ fmb ta^er 2a unb Zh, 
»eibe $l<l^feti ber (SUii)fe tufb M tl^r aRttte(|)tttift 

©0 cri]eben fid^ nun, am cinfadbftcn auc< ber legten (Soor^ 
binaietu@i^ict^mig, folgenbe gormeiii unb (i)e|e^e für jebe (Stti)>fe; 

1. 3ft F ein kliebiger ^xmh ber cUiptifc^cn ßun^c (^1.3. 0.) 
unb pir biefen ^4>uiift FG bie Tangente, FK fie ^ior^ 
male, unb a ber äBinfet t>on FG ^egen bie i(4ife BA 

. 2a^ fo folgt auö bm allgemeinen gormcln in §. 42 u. f. n>. 

«g« ^.i Subt = Subn. « 



a*— b* , ^ b* — a« 

^ [a*y«+b^u^P 
(ab)* 

2. Sft AB = 2* großer ala CD = 2b unb man trÄgt 
mx M a u^ auf AB bie gleic|fen Sängen MU, MJ ab, 
icbe = }^a* — b^ unb bejeid^net biefen 5(u>^brutf hüxi^ e, 

fü ioirbHF « a--u: JF » a-4-?u, alfoHF-*-FJ 

a ' a 

« 2a unb mU bie 9lomia(e FK ben Sbflanb HJ in 

jioel ©tütfe e-^uunbe + ^u t^)ei(t,.bie f4 loie 

a a * 

HF unb FJ m^atten, fo l^albirt FK ben SSSinfel HFJ, 

unb toegen biefer @igenfd[)ati I}eipen J bie Sjenn« 
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« 

punlU bcr (Sübßl^ unb HF, FJ {ufoimnenge^Srise 

3. ^i^do^ixu ß t^en SBinfd FMB, fo baf alfo tg^ » ^ 

II 

b*u 

if^f fo Ms^ i^iormstf unb (w^ tga » -^3 tge^*tg^ 

y 

- p ob« 

«n»i« _ J*Cos«a ^ a^Si n*« ^ 

imb <m6 biefm Somebt bann au$ itod^ 

4« SBirb buid) bcn beliebigen ^mU h in bem, bcm beüe^ 
bigen ^\xvti F auge^örigen ^obiud^äkctor MF eine Seltne 
NO paraOrl mit ber Songenie FG in F gelebt, fo ifi 
L il)r 9}htlclpuuft, benii: ifi, tvcnn ML burd^ u' 
iinb einmal LQ, bad anbercmol LN buci^ / ou^e» 
.brütt ivirb, im erßen Sali 

, if ~ - 

im }t»eiUn aber 

unb aud bet einen koie oM ber onbern ©(eid^ung folgt: 
ttjorauö auc§ für u' 0; 
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IAA fittcK %mMlski I* 52» 

ttifk bmi NF - HZ t^tird^ imb MS - MT bitrdft 

ü^^r, in 

2)a nun fjfcrnadf) jebe hxixä) bcn SWittelpunft IM bcr 
(£Ili)>fe gelegte 6e^ne, alle Seltnen, {meldte parallel mit 
bm Xongcnten an ben @nb)>itnftcn ber erfleren Ucgcn, 
l^albirt, fo irirb jcbe burd) tcu 'Dtiuclpuuft 31 geführte 
Seltne etil £ur4imet)er t)er @(ii^fe genannt, unb tooat 
l^etfm atifammengel^drige loic FZ imb ST coorbinirte 
^l: II r et; meffft. ^ 

5. Sfuö bcn gormetn für a' nnb b' üi 4 folgt fogleid^ 
Bf*+V^ « a*-Hb*, b4* bie@ttmme bef OuabtaU 
coorbinirter »&a(I)mcffcr (alfo aud^ iDutd^meffer) 

confiant, unb eben fo Iei(|^t entftel^t, mit ^nkpenbung 
ber legten S^mel in % 

a'b'Sin(a -h /f) — ab, 
b. f^, baa 5ßrobuct coorbinirter ^albmcffcr in ben 
€intt^ bed t»on il^nen einflef<l^loffen€tt Sßinfel^ 
ip cottflant 

6. Die Sdnge s bc$ eiri))ttfd[)en Sogen^ CF ben (Soorbina« 
ten II, T, pataüd mit ben ^^im, augeprig ifl 

« r yrHhöy?.du ober 

•/ »-5-0 




ober oud^ u — aSin^ gefegt, 

allein bief 3t^gral iß nur onndl^emb burc| unenblic^c 
Steigen ^ ermitteln; ein oMl^^ Ifudbrutf bafär ifi 

nod^ nid^t gefuuoen, unb man nennt aUe integrale, 



It M 
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inU^ auf bfrfe gomt gu ti^mtütm finb, tlüptii^t 

« |i[u]/i?^ + a'ArcSin^^ 

loorou^ für ))m eai))tif(c|ert CUtabrantm dfo für 

bte sanae etti))tifcl^e Sbene ab» folgt, fo iHip biefelbe bU 
mtttkrc geometrifd^e $rot>ortiotta(ir@6ene a^if4^ bm 

^reiöeknen 51; ben t^albmcfleni a uub b ijl. 

8* 2)re^t fid^ ber S3ogen CF «> 8 in bki^enber (Entfemmte 

tim u ober MB, fo ergiebt f4 ber 3nl;aK ber tutpe* 
l&enben äone 

« ^ £ul/a* e*u» -f. i ArcSin . 

S)rii)t aber bor ^ogen BF um MG, fo eniße^t für 
bie 3otte ber Ku^bnuf 

^ierau^ folgt für bie gej'ammte Dberfldci[)e bed ©ttip^ 
fotbid bei ber Umbrel^ung um AB bie Sormei 

2«b[^b-#- ^ArcSin ?J 

unb fftr Ue, loetm bie Umbrel^ung um CD erfolgt ifl, 
« r b^i e-i-a | 

9. 2)rel)t ficf) bic (Sbene, begran^t öom 33ciien CF unb ben 
Drbtnatert feiner @nb)>unfte auf MB, um MB, fo iß 
ber Snl^aft ber entfte^enben fJrperlic|)en 3">ne 

« |^[3a»-u*].u} brel^t fidj^ aber bie (Sbene, be^ 
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lOB mm Ükmilxk. {• 53» 

ordnst ^om Vogen BP ittik toi Otbinolm feinar 

)>unRe auf MC um MC, fo mrb ber {£r))erlic|e äiaum 

Kud beiden gormclit folgt für gefamnUm Ktperlt* 
^ änl^lt be^ eat|>foib6, M in Umbre^ung um AB 

Mc Sotmel |^ab* utib M bcr Umbu^uitfl um CD bic 

$(nmtr!ung. bm beibtn (ter i^xm ^n}}aU na^ brfHmmint 
Umbrr^ungdförpem |lnb bei rrflrrm aHt ouf AB, bri le^tnrra a0e auf CD 
nocmaU &uerfd}ii{ttr^ jhriecbrnett. 3Slan m^tljt ahn untrt (SUi^foib aQ- 
gcmemer einen jlorjjer, tri toMjtn alle fol^c Duerf(i^nitte ebenfalls (SUi^)* 
fm pnb, tmb fo ein C^lltpfcib iß fein lImbre^ungd!or)}er. ^^egeic^nm 

b, c fdtic M (olbrit ^(oi^ fo crgicbt fidj^ bn fi»it»crli4< 3«(<iU Icii^l 

4 1 

# 

^on ber $t>))erbel in^l^eiontae.*^ 

aSerfAttgett man bie af^fe L (g{g. 4.) ber ^^ptfM Im« 

feit^ bcö 6d)eitclpunft6 D fte bte rüifa>art6 wlönöerte 
@eUe in D' fct^nctDet, unb be^eic^nct DD' burd^ 2a, fo l^oi 
man, bei ber SAeuiung t>on h in $. 40, 

unb »>irt) i^temttd ber i^>ertl^ für SinC2a— in bie @Ieid^ung 
ber ^^perbri (§. 49, x f&r u unb y f&r z gefef^) 

fubflituirt, fo nimmt fie bie einfad^ere (Scftalt 

an, U)eld^e in nod^ bequcmacr gorm erfc^eint, j^mn man un^ 
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.ktbt>k mittlere geomctrifc^e $ro)>oräona(ejU>if<|en htgaSin^ 

wsb a »erfiel^i tooburd^ Mefe ©(eid^ung in 

« «j 

» jjj [2az+z^J ,<»er8<|t 

SSBA^II tnoit iitmtt rnDD", olfo bcn $tmft M, $(9. 7, oU 
Vttfan^^t^iinlt ber Cotfibbtoten, unb U^ci^ntt jebe Slbfciffe auf 
ber Sl^fe burdl; u, bie entfpred^e JDrbinate burd^ fo tpirb 
bic @id(l^iittg folgctibe: 

y» a 5(u»-i?) obn 
a» * ' 

worauf l^etiootgcl^t, bap, vt>ci( für y baffefte Slefultat entfielet, 
man mag baffelbe u ))ofttb ober negatit) anncl^men, jebe «^|^# 
pttUl oita }i9ei obgefonbcrten congnientm Xfj^m beße^t 

SRait iteimt M bert VlUHlpnnU ber ^#erbe(, 2a Dl^ 
Mc ^aupia^fe nnb 2b bie 3^^^9<^^f^ berfelku. 

8ud bor äiergiei(|ittttg ber @(eu|tuigett fär bie ^i^t>crbc( 
mit betieit ber Mip\c fadt in bie ffugen, baf bie Unterfuc^uiu 
gen ber ©genfd^aften ber «^i;pert)el mit benen fitr bie 6üij>fe 
tie( Uebereütfitmmenbed ergeben m&ffeni me^l^alb l^ier nur bie 
))craügH(|f}en Stefuttote angegeben tverben foDen. 

1. Sejetd^net für jcbcn bdicbigen, ben C^oorbiiiatcn u, y 
zugehörigen $unft P ber <&V))erbe(, a ben ääßinfel i^rer 
iSangente mit ber «gauptad^fe, iinb bellen bie flirigen 
^uc^ftvxl)eu i^re bio^eviije '^^bcutung, fo finbet mau; 

b' u a* b' u 

tff« = -5- ; Subt. = : Subn. « — =r : 

" (ab)» » 

fejpoer, ba für u a unenbUc^ gropi tga » - » tg^ unb 
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110 i>oym Qk^mt^it. 53. 

Subi. «■ a OB CO i9ifi>, bop ieber bcr )>icr itnctib(i<|€ii 
c^ngntentm 6d^eiifel ber .^9)>erM eine «f^m)>tote 1^ 

»eld^e i>kr äf^mptotm, t>an bencn je imit in eine 
Stid^ltmg fatteti, icbe mit ber Kd^fe einen SBinfel 

einf4^liepi, bejfen 3^angente — ^ if^ Sin^ä^t man bann 

unter z bie Drbinatc ber ?(fi;mj3tote pr ^^fcijfe u, fo 
folgt ottd^ fogleid^ — « olfo conflont, unbb m 

ber Drbinote DE ber Slii^mptote, im 6ci;cüclpunft D. 

2. 2;figt man auf ber «d^fe kiberfeitd be^ aKitteI)>uiA^ M 

bie Sänge MB = MB' « |/a* -t- b» =. ME = e ab, 
fo iß ^r. ieben $uitft P ber ^^pttbü ben Soorbtnaten 

u, y entf))re(^enb BP « — j B'P — — ~ — j 

alfö B'P-BP = 2a imb ba bte Xan^cntt itt P bie 
«inie BB' in ttoei ^cUt B'J unb JB tl^Ut, m toet 

ber erlirre « ^^^'^j ber le»lerc - ift 
fo f^Igt barau^: ia$ btefe Slangente ben SBinfel B'PB 

l)aihixt, me^^alh B, B' bie 33rcnnj)unfte unb BP, B'P 
aufammengei^drige ^rennfira^Ien genannt tt)erben. 
äid^t man oud P mit ber Kf9m))tote MG bie ^aSele 
PC biö il)xm !l:urdf)fcl^mttöj>unft C mit ber ^fw^ 
tote MC, fo ff! für jeben fold^en $un!t P, allemal 

MCCP a (|y, alfo au4 mmD¥ paiaUd GM i% 

MP.FD « (|y , unb e^ loirb (|)' bie jpotenj ber 
^^fpitUl genannt 

3. »ejeid^net ß ben SSSinfel PMB, fo ip tg/9= | j alfo nad^ 1. 
iga tgß ^ ober a'SmaSin/9 • b*€k>sa€os/9. 
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gormelti toie §. 52. 2., ]^ert)orgel)m, merni W im 3dl^* 

Ter bei ki^tmn — fiatt + gefegt ipirl^. 6^ er^ie^t jid^ 
ferner oud MP* » u^-i-y% 

bann, n)enn bie Sangettte in P Ibtd gu i^ren Reiben 
a>itrdbf(^ntttd)>itii!ttn R, N mü bm Uff^titifMm mlAisen 
ift aud ben 2)reie(fcn MPR, MPN, 

PR» s. PN* » 

a»Sm*a-b»Cos*« 

Uttb tDirb bmm MP burd^ a^* PR « PN burd^ b' oud^ 
gcbrörft, unter u' jebe 5(6fciffc auf MP »on M am, aber 
eroper n>ie a' gebadf^t imb unter lebe ber betbett 
flIeldSfen auge^örigen Orbinoten ber ^^pcxhcl, paraffel 
mit ber Sangcnte in P, twjlonben, fo ergiebt fid^ bfe 
®(eu^itng 

Ohbl^ folgen oud^ nod^ bie beiben ®cfc|e: 
a'»-b'« - a*-b* unb 

a'b'Sin(a — /?) « a b. 

(Ed tDCfben a' )tnb b' .bic coorbinirUn <ßa(bmeffeir 

ber ^^)pexUl für ben $unft P a^mannt 

4« S)ie »tMj^taÜon ber ^^t>erbe( fu^rt auf dli))tif(|^e Sron«^ 
eenbenten« 

Sür bie 66ene, kgrdn^t »on x, y unb ben lUQdjöxu 
gen »ogen DP entfielet, old «itöbrucf für ben S^xiSfoSt 

|(uy-abh!il±^), 

für bie Sbene DFCP aber ber 

ab, 2*MC 

— In • I 

2 e * 
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für bie DUtflää}t, ml^t D P bti ber Umbtel^ung um x 
ittib^ für bcn UtptAi^ änl^olt bed tuge^örigm 



VI. 

§. 54. 

IDic (Eott(|^oibe ober Wlu\^tlliniu 

SBirb eincrfeita einer ©craben CD Cgig. 8.) ein ^nnH A 
fceliebig gemÄl^lt, bann burc^ A unenbUd) i?iefe, CD burd^fdjuei* 
bctibe (Berobc gcle9t, unb oitf iebcr, jettfdt^ CD, eine beliebige 
aber immer biefelbe 8Änge b abgetragen, fo bilben beren 6nb* 
pmttt bie ßonc^oibe. SJejeid^nct a bie (Entfernung AB üon 
A bi0 CD, fo eifdMnt bie aSerltogetung BE — b m AB 
al0 9(df)fc biefer (5urt>e unb E a(6 i^r (5d)eitelpunft, unb toirb 
jiebe Sibfciiye auf biefer t>on E ouö genommen, burc^ 
bie {ttgel^drige jDrbinote burd^ y auagebr&tft, b—x aber u 
gefegt, fo folgt aud dl^nlid^en 2)reiecfen (eici^t bie ©(eid^ung: 

ober georbfiet: 

u* u^y^ ^ 2au« (a^ - b')u* - 2ab«u - a'b^ = 0 

unb bit Gond^oibe iji benuuidft eine olgebraifd^ Curbe bom 
liierten Srdbe» 
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ffinfad^cr erfd^citit «fate $orar*®re(df)ung, wenn A 

5?oI <^en>(^I)(t, {ebcr ^ofar^SBinfcI n)te EAF burc() y unb ber 

r a aSec(3PH-b entftel^t 
6d ergießt ftc|) nuu 
1. 3« ScPimmung beö SBenbain9ö))unhö, au^* 

bie ®Ietc|ung u* 3au* — 2ab^ a 0 

tmb Ü^r entfprcdj)cnb, fo lange nid}t Heiner alö 2a* i% 

u=3-a+l/a.[n*-aVbKb^-2aVi.Fb'-a'--b>'b^--2a»]j 
»etttt ater b» < 2a« tft 

u s- a [— 1 + 2CoS|tA] 

unter ben fBmiü m^oxtUn, für toel4^ 

— a* 

Cos3/t = — -| — tt)irb. 
Seit>ieL 3^ a « b, fo folgt für bie Soorbinaten 

4 

/27 



2. 3ur ^eßimmung bed 3nl^a(ted P ber (Ebene BEFH 
folgt aud 

p = udyj 

P - ^ uf 'b^^ ; 

«nb ber Snl^alt beö ^uofc^nitlö EAF = 

I C rH(f = |a«tg<3p4.|bV+ablnlg(^ + |). 

8 
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3. a)re^t 9^ t>k iSbmt EBHF um BH, fo cntfM^ fftt 

^[3ab«ArcCos? + (2b^H-u')Fb^^J ober 

5^ [3 ay -f- b C2 + Cos» Siny] , 

S)ie Krümmung ber Sauden %&f\m Ummi ber 
(yondSjoibe ttaJ»e, !)at alfo ein S^P int Sidfiten bic Sdnge I, 
ift r ber »^albttuiier im Saud^, (> ber im ©oben, fo 
eri^&It man tuerfl a mtd ber ®(eid^un9 

itnb bann ben Sml^att bed Safed 

4. SBerbcn bie Sdngen b ni^t jenfeitd fonbem btcffeitö CD 
ai^getragen, b. 1^. kt)irb b negatit» genommen, fo erl^^ 
man einen s^dten d^eig ber Conci^oibe, für t^eld^en, 
n^ie für ben juerft ktrad^teku, CD x'[fv)m)3tcte ift. 3m 
%aU, baf. b < a ift, bilbet biefer ßmi^ bie gorm in 

. %iQ. 9.f })at a(fo eine S^i^e; im %cM aBer b > a iß, 
enthebt bie gorm gig., 40. mit einem ^ftuotalj in beiben 
S&Hen k9irb bie Soorbinaten^Sieid^ung 

ben .ßttotenraum a6er, bie abfoluien Soorbtnaien^ 
SBertffe »erßmiben, 

u ' 

3n biefen 9taum ti^irb y ein Wltixfmm tmb imx 

«= [b'-a^p für u « yäb* 

unb ber Snl&alt beö flanaen Änotenraumö crgiebt fid^ 
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wmmtf fdr a - 3, b = 5, bie ßaijl 2,224.... enifpringt. 

r 

§. 55. 

2)ie £)|>5>iuribe ober <B^lan^tnlöits>anilinit. 

SBO^it mmt in jebem ©d^enfel eincö redeten SCinfel^ ABC 
(gfg. 11.) 6erieH(5 «neu ^junft, A in AB, C üi BC, ' 
bann burdg) 6eü)e iJJunfte A, C uncnbUd^ »iele ißaraBdm unb 
emd^tet iebedmol Im Durd^fd^nitt^pitnft D ber burc^ C geregt 
tcn, mit ber »Kd^tung AB, auf CD eine dloxmak bi^ jum 
2)urd^f*nitt^)3unrt E mit ber onbcm, fo Mlbm aSk Wefe 
fünfte £ bie DpI^hxlU. 

1. i^erküung ber @let4^uag ou^ ber (Sonßntflbm 

aSirb AB « BC e b; unb AC = f^^Th^ « c 
ßefe^t, A alö srnfongöl^unft ber Soorbinoten, AB M 
äd^fe ber «bfciffen x angenDmmen, tmb * unter y ble §iu 

gel&origett normalen Orbinaten luritanben, fo l)at'mani 
für ben ßmiQ im Saum XY bie ©Jeicffung 

x-i-i-H- — » ober 
A y 

y'-f-x'y — axy-f-bx' s= Oj 

femer, burdjKUtd. nur abfobUe 6oürbmaten'8Bertr}e ber« 
Panben, 

für ben ä\m^ im ätaum X ( — 1) 

y'+x'y— axy-bx^ = Oj 
pir ben im Kaum C— X) Y) 

y^ + x'^y-^axy-bx^ « 0, u;U) enbiic^ 
fir ben im 9lalim (-X)T 

y*-*- x»y 4- axy -f- bx* « 0, 
fo bag affo bie D^jl^iuribe eine algehaifd^e (Sum öom 
britlen ®rab iß, unb in bem SUmm (.^X)Y fein 

8» 
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^itnft berfelbm liegi ®o tt>dt iwtn jufotmnettflcl^oriöe 
teeUe 6oorbinaten*2Bertf)c criftiren, gcl)üren ju Jcbem 
aSertl^ t>ün 7 s^el Sßeri^e f&t x; |u gegebenen SBer^ 
t:^en ))on x- fSnnen ober enlioeber brei Sßertl^e tton y 
ober nur einer fid^ ergeben. 
2* Srmütlung Don griften unb Heinsen (Soorbinaten^SBert^en. 
Slud tci ©lei^ung für bie ßnrt^e, im erflen Sawm folgt: 



wraud ]^ev)>or0et}t, baß aSen SSBertl^en ton y, n>eld^e 

c — b 

Heiner iDie — r- flnb, jwei »erfd^iebene teette Sßevtl^ 

^ '» 

c — b 

für X, jtt y «= -y- aber, aö ben grofitmoglid&jiett 

SSBertl^ »cn y, nw ein SSäert^f »on x, nimlid^ 0+^*2 

gel^SrtS ba nun aber aud^ x unb y augleid^ iVL 9iuK 
n>erben, alfo Me (Sum butd^ A gelten muß, fo if! jie 
im 9Jaum XY gefc^loffcn unb bilbet fomit einen knoten, 
ba nod^ 3tt>ri8^ i« «aumen X(- Y) unb C-X)(- Y) 
erlfiiren, bie ebenfaM butc^ A gc^en. S)er größte 
^titl) t>on X in biefem diamx XY crgiebt fidj^ au^ ben 
Reiben Gleichungen: 

y*H-x^y— axy-hbx* — 0 unb 9xy « 0 ober 

3y' + x* — ax = 0; iporauö 

X = a — ^ b^Q c 4- a — }/c — a] , 
imb, biefen SSSert^ unter x ^»erßanbeni 

^tö a^site ©leid^ung {onnte oüc^ bie ^^-^ g ober 

ay — 2xy — 2bx = 0 

gebraust werben, tooroue 
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Ce + b)* . c + b a 

X = ober X « unb 



c -f-l) 

y — 5- 



(c— b)* .c — ba . c — b 
x--2r^ Oker— ^.^unby«-^ 

l^ervorgel^t, attebt erßmd Siefuftot gicit feineit $uitft 
ün 9taum XY tmb (eiteret ifl bad fd^on olen gefunbene, 

für ml^c^ y Cnicjit x) ein 3Kaximum iji. 

c [ b 

gür ben ^weilen Äaum XC— Y) ipirb bie 

gropte Drblttate awf Wfdffe ^-^'l, «nb ba fftr 

X ttnenblid^ grof ber ^ertl^ bon y b tobb, fo 

!)at bicfer 3^^cig eine S(f^mptcte, iveldbe ftt bcr (Sntfer^^ 
, nung b mit X paxaütl lauft unb benfelben in 

ban ber ^6fcii]e - a^d^^^rigen $un{t bur4)ic^neibet^ 

juglcid^ ai6er in bcn Siaum (— X)(— Y) t)erlangert, 
m<b Slf^mptote biefe^ ä^ti^t^ VDirb, in n>e(<i^em y fort^ 
»ä^renb mit x »ad^p, alfo fein Wiatimnm erifKrt 

3« S)en gtäd^en^Stourn bed ^notm erhält man 
«^ab-ablng —Arctgg, 



mtcM für a B b ber 9(u6bnn( 

g [6 — Uli« — jr] entfrringt* 
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VII. 

§. 56. 

ffiirb bt einer &xiv^livk ein $Knft A (gig. 12.) fle^ 
njÄl^lt, bann in otteit $unRen B Wefer ?ßerip]^cr{e, einerfeitd 
A, bie Zm^twit BC = bem Sogen BA genommen, unb alle 
biefe fietig neben emanber liegenben $unfie C tm^ eine Sum 
Devbunben, fo n>{rb biefe HbwtdFTung^Iinie "om Jtreid bie 
Äreiö^(Si)oli)enbe, kr ^reiö [clbfl bie (Süolute genannt. 
6ben fo fann p jeber anbem (Sum ald @t>oIuiei bie S^ool^ 
t>enbe gebilbet tt^erbem 3fl M ber aRtiteI))unR bed Areifed; 
fein ^^a(6meffcr =» r; ber bem Sogen AB entfprtcl)eul)e ^liU 
teI)>unft^Sitt{el » ^, ^(fo AB » n>irb M old Stnfang^« 
)mntt ber Soorbtnaten j MA M üd^fe ber SIbfciffen u, unb bie 
9?ormaIe auf AM in M afö 9ldf>fc ber Drbinaten y angenom^ 
men, fo ergeben \xä^ foglet(^ u uub y atö Sunetionen bon 9, 
nAmli^ 

tt « rCos (/: H- r^) Sin 3 

y = rSinr^ — TtpCostp 

unb ouö ü^nen folgenbe Sefiimmungen. 

A = rCosqp; B = rSin^,» R = r(jp| 

b. 1^* bie 2xingente in G ifi )>araae( mit BM unb B ber 

SÄittelpunlt be^ Ärummungö^Äreife^ für biiicu ^unft C. 

2) S)ie S&ige iebe« Sogen AC « | ry« . 

JDer 3n§aU ber (^bene ACD ^"7-^^*^% 



4 

alfo ber »on MAC = ^^f^<3P'- 
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uno au<^ 



uiiD bie I)a(6e Summe kibcr ©kid;ungen fliett oWge 
8ome(» 



3# fit ber Stene eined Jtreif«6 ein fefler $U!tft A ange^ 

nommcn imb mx't) bann bicfcr Sixä^ Um^^ einer cbcitcn ^un^e 
fortgerollt^ ennoeber in berfeiben @bene ober autter conftanter 
Steigung gegen biefelBe, fo befc^retlftt A eint; (Bux^e, toetd^e im 
^nigemeinen C^'v^cfotbe lunfU, im erflercn gall eine ebene, im 
Jeftteren eine f|)l)äri|d)e ober bo|))3eU gefrümmte. Siegt A n - 
ber $m)>il^erie, fo^ l^ei^t bie dium fd^lecf^tl^in S^cloibe^ liegt A 
auj^erl}alb, iH'rfd()Iungcn; Hegt A innerI)aU^ cjcftu^tt. 3|l 
bie ^oi^n eine gerabe Sinie, fo gebraud;t man bieje ^^uöbrürfe 
ol^ne tDetteren 9etfa|; ifl fie irgenb eine ßm^ unb ben)egt 
fie^) ber ^reiö auf ber convcnn 3eite, fo nennt man bie ent^ 
ßel^enbe Kurse ß))icvcIotbe; bewegt er fid^. auf ber conea- 
Mt, $9))oc^c(oibe. ändbefonbere li>erbeit teuere Sudbrude 
Qchxand)t, mnn bie Sa^in ein ^rei6 ifl, auiiatcni ifi no<^ bie 
Statur ber fßa^n, b. 1^* ü^re @ieic^ung, anzugeben* 
1. Verleitung ber* ®(eici^iing für bie e*ene €^^ctoibe, toenn 
bie 53af)n eine ©ciabe ift. Der »£)a(bmeffcr be^ erjeugen^ 
ben £reife^ fei » fein äRittel))unft in M (Sig* 13. 140| 
ber Ärei^ »etül^re je^t bie ©al^n in B; C fei ber fioütt 
2)urcl)fcl;nittöV>unft ber 3Uc{;tung BM mit ber $en)>^erie, 
iittb A liege in biefer 9tid[^tung^ olfo ie^t in feiner gröp^ 
ten dntfemung bon ber 9al^n; MA toerbe bur^ a 





57. 



Digitized by Google 



120 f>o!J"« (SJfometrtf. |. 57. 

gebrürft; roüt nun ber Mni^ auf ber 58af)n unb 6eriil)rt 
in irgetib einem älugen^Hcl mit bem fünfte D feiner 
5peiip^crie biefel6e in D', fo ifi, Wenn (p ben SEBätanngd* 
Winfel BMD beuichnct, BD' BD rrp, unb ber 
!Witte())un» M befinbet ie^ in M', fo boß WD' = r 
in D' ted^twinfUdf^t anf ber 9a^n fielet; benft man 
ftc^ nun bcu ^>infel D'MG' = ti- M'C = r, 
unb in biefer 9ii4^tung M'A' = a gemacht, fo ifi 
9te)>rAfentant {ebed ^unTM ber Si^cloibe. SßAP man 
^ mm bie Sldfjfe AB aiö ßoorbinaten^Slci^fe X, ben Sdjei^ 
itVpmli A alö Slnfauvjö^unft ber ^bfciffen x, fo bap, 
A'E normal auf AB gebadet, fär ben $unft A', AE « x 
unb A'E = y ifi, fo ei\]ebeu jid; auö ba Öigur fogleidjf 
bie beiben ©leid^ungen: 

Zita a^aCos^ ; 

y «= r<jp + aSmy, iijorauö aud(^ 

y e }/2ax— X« + r ArcCas folgt 

a 

SP a >r (gig?13.), fo entfle^ft bie mfcf^lungcnc^ 
ift a<r (gig. 14 bte geftrecfte, unb 
ifl a a r.(gig. I50i bie gemeine S^cloibe, 
in ttefd^er A mit C, A' mit C aufammmfÄtti 

2. gur bie gemeine ,ebene S^cloibe (Sig. 15.) ergeben ßd^ 
nun o^ne @<i^n>ierigfeit fclgenbe Stefultote oud ben (ei^ 
ben ®leicl)iingen: 
^ X r (1 — Cos^)^ y 88 rC9>-^Sin^), 

ober oud ber: 

y = V^rx— x» + rArcCos^— 5 } 

[bie biß^crige Sebeutung ber »jid^fiaben in 42. . » 44. 
beibel^alten] ' 

tg«^8y.-Cotg| = l^, 
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A'G' aufammenf&U^ 

Subt. « y tg| j Subn. « yCk)tg| , 

molej A = 4r— X) B = r(f/) — Siny) j R»4rCos2 

flleid^ beul bopj^cUai i)cr ©cl^nc A'D'. 

3Boöcn AA' » 2-V2nc s 4rSinf 

' gleidf) ber boi)pcIten 6c^ne A'G' ober BD; folglid^, weim 
bu 8a^n );)pn biefer G^cloibe in F getroffm u>ubi 

Sogen AF a 4r ^ imb » — 9 burd^ fi magAx&di, 
©ogcn A'F« SrSin'J; 

alfo, ttjenn fi nur Hein ijl, anndJiernb: 

Sogen A'F = |r/i\ (tok §. 56. 2.)i 

i 

ßbene A A'E xy — - [^^ — Sin Cos 9] i ba^er 

1 

(Sbtnt ABF = |r^*f J 

itnb nlfü bcr ebene dlanm, \vcUl)cn bic ^al)n BF, biefe 
(i^cioiDe AA'F unb bie l)al5e ^rei^^^^erip^crie ADB 
ebife^Iiept, » r'i« » bem 3nl^a(t ber (Sbene bed eraeiu 
genben Ärcifcö. . *• 

S)en ^nfyüt M ^kpix^, loe^en bie @6ene ABF bei 
ber gäitilid^en Umbre^ung um AB erzeugt, erlitt man 

2. Siir bie ^^)ict?cloibe, »cnn bie 33al)n ein ^reiö jum 
9KitteI)»ttnft N (Sig. 160 tmb ^albmeffer R ifl, unb /ti 

bcn iDiitteipuuft^minfel an N jum äßal^ungöiuinfel y 
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htidd^mt, ergeben fic^ ou^ berfeiben Soujitmctioit bie 
@(eicl^uttgeii: 

X = R4-2r-(R-f-r)CoSitA— rCos(y-t-/i) } 
y mm (R4-r)Sia/u;H-rSm(9+/i) , 



3. gür bie ^t?i>oci;crcibe (g(o. 17.), Jet berfelbm Seid^en* 
■ f^tad^ unb benfeiben (^oorbinoten^^c^fen, bie @leU 

aoflen AF - 
3j| R = 2r, fo entjie^t x « Oj y « 2rSm|j 
b. i). btefe <^9))0CVclDibe ifi eine gerabe Sinie. 



VIII. 

fbctta^tnn^ einiget %lä^e%u 

§. 58. 

®{e ®eflaft ber %läd)c in Beurtl^eilen, n^eld^e ber 6oor^ 
biiiatciu@Icici)unij "oom "oicxkn ®rabe 

[xaH.y»H-»»-t-abp-.(a-i-b)Hx*-*-y*) « 0 

angel^ört 
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aSBitb x* -h y* » u' gef^, fo enijiel&t ou^ ber flcgrtmm 

toommn u ber 9l(präfentant uncnt)lici; meler «^ol^meffer ifl, 
z cibtx Ue entf^red^enbe Stormale in {ebem $utift ber mit n 

U\d)\khmcn ^enpljcric, imb jtijar auf tH'bcn 3citcii ber (Skne 
XY, mi(^tct äierkoanbcU man nun no^ bU 6umme 

in baö SProbuct 

(u — a) (u — b), 

unb büta^ttt a de bie gröf ere ber beiben (Sonßanten a itnb b, 
fo gc^t bie obige ©leid^ung öber in a' «» (a— u)(u — b), imb 
au$ il}x erfüllt man, bap für z nur bann cnflirenbe Sangen 
fid^ ergeben, loenn u ^ a unb u ^ b gemä^U toith. Se^t 
man bal^er u»b+w, fo bap w alle Sßertl^e t>on 0 bid a— b 
auöbrücö, fo erhalt man, a — b turd() d be^eid^net, 

» <d-.w)w ; 

auö miä)cx, bem ilreifc 5uc}cl)orii]cu ©Ick^ung, fi^ crgiebt, 
bap bie gefuc^U ^iä^c bie eine^ ^rei^ringed ifi^ beffen centri« 

fc^e ^eripl^erie benr «^olbmejfer ^ ■■ ttnb bc|Jeu barauf nor^ 
maier Ouerfcjinitt bem 2)urdS)mc|ia d an^tfjöxt 

§. 59. 

9uf ber ^Id^it einer 4$arakl koerbe ^om 6cl^eitel))unlt ab . 
He Sdnge h abgetragen, imb bie bem 6nb)>ttnlt Don b etit«' 

fpreci[ienbe normale £)rbinate fei = r; aifo t>a ^i^fm^^lßaxa* 

metcr bicfer $)5aral)cl = -g-; e5 breite ftc| i)icic Cibcac um ii, 

Itnb t>ott ber, ben entfiel)enben ttmbre^ung^fdrper begrän^enben 
frummen gläd^e mirb bie ®(cicl;miö »erlangt. 

äBirb ber (£irt^)>unft ))on b aum $(nfange)>unft 0 ber Soori^ 
binoten ^ttcii^lt, b a(e bie $(d()fe Z, fo bap bie beiben anbern 
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^}ic^\m X, Y in ber (Sbm^ r^^i liegen, [o emftcljt fogletd^ Me 

x*H-y* »» pCh — z) ober 
r«Ä + hy«-Hlix«-lir« = 0. 

SBirb nun a- ®- We biefe glacl;e in bem 'J^uiiH x = 
y » b; z a c tottgetitbretibe @6ene i^ertongt^ .itnb i^eaeiclittnt 

x', y', z' iJ)re (^cpmiiaten, fa er^i^t man nad^ §. 45. bU 

r^z' + 2bhy'-i-2ahx'-cr*-2b*h-2a«h » 0, 

WOTau« unter anbern l^cröorgel&t, bof bic in iebem 5ßunft ber 
?ßcri»)]^erie ber ©runbetene tangentircnbe ®ene ble Ä<i^f« Z in 
' ber entfernung 2h. ioon 0 fd&neibet ^ 

SlnmfTfune» 5)?fl?re Mttnfleit pntxt iwon in mtinm 

5lHföcIi>fteu ^^ufsaben tt. f. tu. 1838. SBoIfmar, 

unb in meinen i 



Se}ie|)un^ auf Me Söfttti« eittfad^er Slnf^ahtu 

§. 60. 

»esddjm* y irgenb eine Function tJOtt x unb man fft^rt 

in bicfelbc ein neue« ©emcnt k ein, ^mx in beliebigen 
aSerbinbttttgen, t>i><^ fo, ba^ für k 0 bie urf^)rüng-r 
lid^c Function »ieber entfie^ft, fo fagt man: bieguncHon 
ift burd() k \>atiirt, unb brücti fte y^ au^. 

9iod& §. 7. ifi bann 

yk = y + (öyk)o*^^-C^'y'^a-7öi-*-*— 
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unb ea werben Me ShiÄtficfc (ßyOo, (^^yO^ u. f. U). 9Sa* 
r{atiott^5^6ocfficientcn ober fuq Variationen ö«-'iuuuit 
unb burd^ ^y, ^^y u. f. ^. bc^eidj^net, fo baf bie S)arßeaung 

Yk = y ^ y • -H ^'y • ^ + — «uftc^^t 

3)lt nun u kt>ieber eine gunction »on y unb man feftt 
bod ^mixU y, dfo yk in u,, fo gel^t u in iik über unb e^ ifl 

^ientad^ tl^eilt man bie ))amrten Sunctionen ein in ut^ 
ipttn^ü^ t)anirte, toie yk, unb in abhängig ^atiitte, 

tt>ie Uk . 

z dy, unb man )>ariiri burd^ fo folgt 
8zk » ö(ÖyJ^ « ÖC8yO, (§. 8.)} 
a(fo 9iuU für k gefegt 

ober baa ®efet: 

3fi z = /ydx, alfo öz, = y, fo ift, mm lum mit 
k ^axüxi loirb, 

, e(öz,\ = ©Yk ober 

öC^zü.« öyk (§. 80, olfo aiua für k gefegt, 

m ^[/ydxj «yi^ydx] folgt. 

§. (iL 

(S0 fei a eine gunction ))on y unb z| y itnb 2 aber 

felbfi guncttöncn t)on xj eö fod burdjy Sy unb au0* 
gebrücft n)erbem 

(£d iß Uk » ; alfo (nad^ §. 10. 3.) 

öu^k) = ÖUy.öyk-höu,-c)Zk, oa^er k = 0 gefegt, 
mm bTOtj'dy-hdn^'Sz, 
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§. 62. 

6d fei Y « /udx; a eine guiiftion i»Ott x, y imb zi 
y imb z aitt felBfi Sunctiotiert ))on x ttnbjtiKir % » dy.| 

cd foll 5v bur^ Jy auögebrücft werben. 
iBac^ üü. aiO ifi 

««pudx} alfo nad^ 4. 61. 

- ba^^r ttJeil lc|jtcrer ©umnmnb 

« /aiuiycayOdx «/a«.dÖy).dx [§. 60. (l)J 

eu,/8CJyXdx-/&Mu,,,[/ö(^y).dx]dx 
= i)u.«dy — /d*''Uv, t Jy dx 
iß, }»tm Mefer Sßett^ fubfUtuitt i»irb ^ 

aV= 9u.Jy4-y[0Uy-0''iu^JJydx. 

i 63. 

(Sö fei V = /udxj u eine gunction t)?n x, y itnb 
y ttnb z aber felbfl gtmction bon x, unb att^ar z » 8y.. äKon 

fud^t bte gimcHon y, bcr 33cbini]ini;] cittfprcd^uiD, ba^ V, 
avpifd&en beu ©renken, mx x = a l>iö x =» b, tt>eic^eu 
aber y. imb yi» a(6 @inae(n fefis^fe^t ober con^ont t)0rait^ 
öefe^t n^erbcn, in 9}crcj(eicf> beit giiJiad)ft cinlicgenbcn ^^ad^* 
t)arttjcrt]^en Vk einen au^qd^^mUn äßert^ erl^alte, b. i^. ein 
äKorimum ober ein äRinimnm n>eite. . 

SBirb u Mxmt, Qcljt alfo u über in Uk, fo tt>irb Vk auö 
V, unb benft man fi<^ k unenblid^ Hein, unb einmal ^ßofitb, 
bod onberemal ttegotib, fo jbtb bie Stad^bar^Sßert^e von V 
auöflcbrfiift burd^ 

Vk « V4-*V.k+Ä«V~H-.... (§: 600. ' 

Kad^ ber 8e^re t?cm ©roptcn unb Xilaniun mirb aber 
Vb^a nur bann einen au^ae^eic^nelen Sertl^ imne^en, ^enn 
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[ÄVJb-^' mtmUx ateid^ 0 ober gleid^ ^ ioirt, milD i>rrü(£* 
fic^ii^t man nur ben erßen %aVi, fo ift bie ^maiuig^^Sku 

(^V)bH-« — 0; ober nadf> §. 62. 

tinb ba nad^ ber äSorau^fi^ng y nur tmifd^en ben ®reti« 
aeti t)on a (to X » b, oBer ntd^t an ben ®ren}en 

felh^, miitt merben fann, fo ift (^y)b = O fo \vu iß^)^ = 0 
unb bie SSebingung^gleid^une bleibt alfo blo^: 

f [8iv-ac8uJJ^ydx = 0, 

Ober Ouy,^ö(öii,\ burc^) P auöflebrütft, 
r P.^y dx « 0» 

!Da mm ober yk sana ioiOffl^rHd^ ju it^ä^fen ijJ, alfo aud^ 

M 1 

Yk « y + pk+x^.k» ge)9ai^[t »erben »nnte, »o 

bann öy^ = p + as'k^folaii* « J ioürbe^unb bemnod^ 
yj^^ P.^ydx i-dx b. « b-a j 

dlfpr b ^ a «B 0 n>erben mAf te, n^efc^ed einen äBtberf))ntd^ 
OttÄrM, fo obige Scbiiij^uu^ö^eiadJ^una f ^ P^ydx = 0 

nur babttrd^ erfuUen, ba|l P = 0 mirb. Die 2)iffcreniiat* 
©fcid&unfl ber att>eitett ßrbnung 8%— ÖC^uJ^ = 0, W)elc|>e 

Keimöl integrtrt, y bttrd^ x mit jn^ei Sonßonten auabrAdtt, 

Qkhi ba^>er bie Söfung i)er ^ufga&e. 

©eifptele. 

1. ^mijc^^u g^ei gegebenen fünften A unb B bie tüx^tiic, 
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htibt ißitttfte MhivlmU Qnm tiitfod^ Ardmmmts ' 

Bcftimme». SBirb A al^ ^nfaitö^pirnft ber ßoorbu 
mtcnMd)\cn X, Y ^mäl^U (819. 18.) unb fmb a, b 
bie eoorbinatm bed $unfted x, y bie jebed $imf^ 
M C bcT aefud&tcii 6ur)?e, fo ifi Sogen 

alfö, z für öyx ö^l^^^tieben, 

AB = V._^o = f Vl+T*-dx 

«nb e6 foH y ginuticn t^cn x ber ^ebinv^niu] cnt^^ 
f))rec^enb gcfuuben n)erb€ni ba^ V.^« ein ^änimum n)irb. 

i\t l)ux alfo u = Jl-i-z' folalid^ du, = 0 

unb Ou. = ■ ^ — unb i)aE;ct bie Scbm^uu^ö*©Idd;uiig 

* * 

2 

worouö foaleic^ = Coiist. unb l;ierauö bann 

auö z = Const. ober Oy^ = Cj bemnac^ y = Cx-*-C', 

1^. bie gerabe itidt folgt S)ie Reiben Sonßmttm . 
ergeben fic6 auö ben @leidf)ungen 

unb fubfiituirt man i^re SEBert^e, fo entjlel^t bie (Sleici^ung 
y =» pir bie ©erobe AB, 

2. 3){efe(be Vitfga(e burd^ ^ofar^ootbinaten Idfett. 

3f» för ben beliebig gett)a^Iten $oI 0 (gig. 19.), a 
ber Stabiudbectot für ben $unft A^ b ber fülr ben 
$utiftB sunt $orar#ffiinre( A06 « y berStiMttdi' 

bector ^u jebem ^unft C ber g€|uci;iett 6urbe, att>ifdS)en 
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A ttitfc B, ittib X ber au y flc^arige ^olar^rSBinW, fo 
iji SSogcn 

AB - V„H-. = /" Vr+^ ix itnb 

foU y< ber Sebingung entfpred^enb ermtttett mm 

ben, Daß Va-i_o ein 9)hiumum, alfo fleiner ivirb alö bie 
aundd^fl anliegenben Stad^bar^^^erti^e ton AB, au^gc^ 
bfüfft bttr<i^ (V0„^o' ^ utietibUd^ Kern gebadet 
unb einmal )>oiiti^, ba^ anbete mal m^<di» gekpä^U mirb. 

alfo dy« tDieber fit z gefegt, bie 9ebingungd^®(eicl^ung 
y uyy»-8y. 8tt^ ^ 

tooraud tocim ber SB3ert|i fto n ndmlU^ |^y*-f-öy«', 
imb inm y^y-"^^'^'' für öu., gefegt tt>irb, 
y*+2Öy,*-.y a*y« « 0 entfj^rmgi 

aSBirb nun y « - gefefet, fo folgt w[w a- wj = 0, 

alfo ba w uict)t = 0 fein fann, w-f-a^w, = 0 unb 
tt){rb biefe @(eU^ttng mit bem inlegrirenbm S<ictor 

2-öw, multipUcirt, fo ^kU bk erfle Sntegration ' 

1 

= c*^w« ^ ^^^^^ 



w 

dw 8 ArcSin — + Gonsl 

c 



ArcSin — + 
cy ' 



9 
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ISO QkmMt. da 

i- wm Sin(x-0 Ober 
cy 

1 

y - cSin(x-cO > ^* 

S)t( (eiben (Eonflanten I^, M tx^tUn 9^ ^ 
1 , _ i 

* liSinO+MGosO NSma4-MCosa 

imb tDetm bie |ieratt^ für N unb H IM^otse^etibeit 

äBevt^e fubftituirt »erben, fo folgt 

abSina 



* aSinx-f-bSinCa— X) 

ml(^ @(eul^unfl bie ®erabe AB audbrücTt (§. 37. 60 

3* 3tt)ifc^en ^ttjei öe9el)encit fünften A itnb B gi^. 20. 
Me dum |it befUttntett, toeld^e, mm fte in Ueibenber 
entfernung, um etee «er<ibe CD in berfelbe« mm, 
i^erum Q^Utljt W)irb, bfe fleinfle D&erfladjje F ^efd^reibt. 

mfß mm CD ato «t^fe ber x, beit Sfnf(mg^))un!t 
0 im guf j)unft ber Stormale c <m« A «tf CD imb fbib 
a unb h bie Soorbüioten »on B, fo (ott, Öy« unter z 
toerfbuiben, 

» 2i« /* yVTTz^ dx 

•/ «-5-« 

(in SRiniimtM ttcrben. <^ 1^ n ■> yVl-n»} olf» 

unb basier bie Sebinguugö*®lei£l^ung 



vyi -4- ZV« 
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Um fie ju inU^xixm, ti>erbe } l~ht* » 8w, gefegt, 
fo folgt 

w — « Const 
unb l^ierau^, birfe Sonftaitte burd^ ^ A au^gebruA, 

uiUer B eine (^onjlanle ^er^anben, fo koie aucft 

ffitrb biefer ®erü^ initi in bie etd^utiQ K 1^. 

Fl öy,* « 8w, fufcpUuirt, unb gugleid^ C für 

1|/4B — A^ gcfcj)rieben, fo erijÄtt man 

1 



X va C-ln[-A + 2wH.2FB-Aw+w^ + C'. 

ber @leid{)ung w* — y*-4-B « Aw tntit w en^ 
enhoWelt unb fubflituirt, fo folgt, toenn bic Sui^el 
p0ii> ecnommm koirb, inbem ber negative Sertl^i ber 
$€bingungd«®(e{<^ung nid^t genügt, 

X - Cln[y -H Vy^^J -I- C 

tt)eld()c« bic Olcic^ung ber gefuc^ten Cww ip unb «ine 
^ettenlinie barfiefft 

3tt Se^mmung ber beiben (Eon^anten G unb C lie« 
fert bie Stufgabe bie beiben ®(ei4ungen 

0 - C-In[cH-|/i»^*]-#-C' unb 

a « C lnp»4.|/b* — C*] -i-C »oraud au(i^ 

c + — Cr 

9» 
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ncKl c ®leid;ung jur anndl^ernbctt Seflimmung un C 
}u ^^mmUn ift. 

(S^ ergiebt fici^ nun oudj^ lei4it öy, = — ^ — 

itnb bami 

F,^„ = ^[bi/bv::x*-c.Vc»-.c»+aq. 

3P c == 25; a = 8; b r=: 40, fo folcjt iicmUcf) genau 
C « 14,94 uttb F « 1102,6 -jr. gut We g^Ä^t, ^tjcldj^e 
bie ©erobe AB 6ef<|rettt, entpcl^t bor «uÄtttÄ 1105 -ff 
mlf^a nur tvenifl großer «I0 F ifi. 
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I. 

nnh aUftetneiite Segiriffe nttfr @efe<»e* 

f. 64. 

fein ^efiarren an bemfeI6cn Drte, 9Ju[}e. Xic Qexahe, ge^ 
6rod(^ene ol)er frumme ^init, mi^t ein i^emegtcr $unft mvä)^ 
Hüft, l^d^t fitine Sal^n ober ber SSBeg, au^ ber befd^mbeite 
9?aum. SBerben in gleidf)en, fteti^ auf cinanber fo(genbeti 
3eitti;eiien au^ tortn)al^rcnb gleiche Sa^m^eile burc^^aufen, fa 
Me 9et»egung gleidj^fdnnig ober conflatit; im ®eg<ii' 
tl^eU ung(eicf)f örmig D^)tT iseranDerlid^. S3ei ber con|ian* 
ten ^en^egung fagt man; ber $unFt ^abe an jeber (Stelle ber 
So^n eine itnb biefelbe (eonjldnte) Sefd^toinbigfeit^ bei ber 
. t>er5nberIic{Hnt 'StiiH\]iiru] fa<jt man: ber $unft l^abe an t^er^ 
fci^iebenen 6telfeu ber ^a^n auc^ eine öcrfci^iebenc ober öer* 
Attberlicbe ®<f<^n>inbigfeit, unb nennt biefe grdfer ober 
Heiner, U nadS)bem ra^^ 33a^nthci(cf)en tt)af>rctil^ cinea SCugen* 
bUrfö ober unenblici)en fleinen 3eiU^)eUd{)en0 großer ober fleiner 
i% ä)ie Urfad^ ber Seu^egung eine« ^wOM ober mtcb eine^ 
Äorj)er^, ober einer SSeranberung ber('tI6tn, entn>eber in Sejie* 
l^ung auf bie 9^id)tiing ober auf bie ©efd^muibigfeit, ober auf 
beibe, ^ £raft «eupert j^^ btefeil»e auf einen nt^i^ 
$unft nur dnmoC, b. f}. mxtt fie nur augenblidflid^, fo ft^t 
fte benfeiben, jebed .^mbernip a(d befeitigt angefel^n^ in eine 
conftotte HOei^egung in einer befUmmten ättc^ng »nb mit 
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dner kflinimtcii {?3efdb^Dinbiöfeit, (ober txif}txlt bemfeI6en, n>entt 
er fc^on in Ux\dbm 9lid)tung in Sett^egung mx, eine ä^er^ 
mel^rttttg, \»mn tt in bircft etitgeoengefettcr SR^Uttig in Se^ 
Regung mx, eine aSerminbenin(] an ©cfc^mnblgfeiO; Icfetere 
ttjirb, ba Gräfte nur am ii)xm ^irfungen ju crfenncn finb, 
olf SNo^ bn Amft bimeii, iwb ba^ «fit bie ^roft 
felbfl genannt; n)ieber!)oU otNer Me Jtraft in {Am folgenbm 
^ugenblirf, alfo ftetig, il^re ffiirfung mit Meibenber ober fietig 
fid^ dnbember äntenfUAt, fo tt)irb bie SekDegtmg t)erAnbcrU(l^| 
gerabtinig, mm bfe 9Nd()tung conflant Meibt; frumm«' 
linig, mnn aud^ bie Oiid^tung fidj) ftetig änbert. 

SBiifm auf aHe cinadnen unb oi^ gki4» gebac^te £l^eUe^ 
mtf aUe $unRe dnc^ ^or^erd gleid^e jtrAfie nad^ ))aratr 
Wen Diidf)tungen, fo ift e^, nadj bcr 3;l)eorie paralleler »iüafte, 
baffeIH ai^ mm bie @umme biefer Gräfte itt berfelben f^i^ 
tung auf ben ®<i^n)er))un!l biefed Mitptx^ toixHt, unb ipA^retib 
ber ^caH'ßuug ftört km Zl)c\{ ben anbern. 6inb aber biefe 
&xäfit )^rfc|>ieb^ni ober bie äti^^tungen nid^t paxaM, ober flu« 
bet (eibed a^gletcl) jlatt, fo fonn (eber einneble iPimft dud^ feine 
eigcnt^ünüicl)e ©efdiunnbtgfeit imb eic]entl)iimlid()e Diicbrimg ha^ 
bm, alfo bie iöemegung a^tgleid^^ eine fortfc^reitenbe unb 
eine brel^enbe fein« 3ft in einem fo(d^en gaöe i^on ber <Be« 
fd[)minbigfcit bcö Jiorper« in ir^cnb einem 5lugcn()Iicf 
bie ätebe, fo )»erfte]^t man barunter allemal bie fei« 
ned @d^tt^er)>ttn!tee* 

Sei jebem burd^ beftimmte Gräfte in Seit^egun^ gcfcMcu 
&6xptr für {eben cinjelnen ^^iunft beffelben bie in iebem ^^ugen^ 
genUitf jlottfinbaibe ®ef4^inbigfeit, mit ber burd^loufenen $al^ 
nadf) i^rer ©eflalt unb ^aiui^c, fo \x>ic mit ber untiiJ)tiTtu i^er- 
ßoffenen 3^it vergleichen, aud|^ bie Ui einer folc^en 
gung ind iAtn treienben äBirhmgen ju befümmen, i0 ber ®e^ 
genfianb ber !Öiec^anif. 

@$ be^eid^ne burd^d für ben in äiebe ftei^enben (el9eg« 
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Un $nnft: s bic V'aiiijc )^c9 burdblaufcncit ®eged in S^itn^n, 
t bie tt>ä^rent)bcm ijcrfloffenc ßät in 6ccuni>eu unb v ebciu 
foUd tn guf m Me int litten »qimMkf bor I {iottfbtbmbe 
®efcl)tt)inritjfeit; ferner dt bie tmcnbüd) Heine, alö conftant ju 
(ettac^icube S)i^mn^ jieber ^n^ei unmitkü)ar auf etnanber foU 
flcttben ffiertl^f t)on t; ds beit toA^renb biefe^ ffugtnblufd dt 
burd^laufcnen Sc^, unb dv ben pofuiijeu ober m^oimn 
toüi^^ |tt Y n>&l^renb biefer ßdi dt. 

§. 65. 

aSePimntttitg %tn ▼ ^ur^ • t für jebe ^etce^jung eine^ 
Storni unb br^ (S)cf(^ed brr conflantrn ^ctoegung. 

8?acl& §. 64. t>er|le]^t man unter ®efd^n)inbigfeit im legten 
^^lugenblicf ber jidt. t baei äSer^aUnip ))on ds dt, unb ijdt 

ds ds 

bai^er v = . 6ö ijl a^er nad^ §.33. = 8si , unb 

füIöUc^ bie »erlangte au^ für Jrummlinigtc öenje^un^en ^ÜU 
(I.) Y « 8St . 

3fl nun bie Sckvegung »nßant, bleibt y unioeräitber^ 
immer » c, fo folgt au^ biefer ®(eid^uns, ba s unb t ju^ 
gleich anfangen, 

8 s et, 

mi^t ®(eici^ung bad ganae ®efe^ bet eottjlatttcn Se« 
n)egung au^brüdft. 

gär t » 1 folgt aud ii^r 

c = s, 

unb e^ ifl bal^er, (ei conftanter Seta^egung, unter ®eir 
fc^)ixnnbig{eit ber SBeg md^irenb jieber Secunbe ju 
))erße]^en. 
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II- 

66. 

SScrftlrt^uitg ^rr ^laft mit i unb 

^irft auf einen ^^unft eine v^raft (ober auf alle fünfte 
eine^ Mvptx^ auf ieben biefe «Rraft, unb alle m )>araacUit 
9tic|(imgeti), ator nid^t eitund ober augciiMidHM^, foiu 
bern erneuert biefel^e i^re crfie @intt?irFung in jebem STugen^ 
Wirf ftetig, imb jtuar mit berfelfcm ober mit j^etig »erdnbertcr 
®el9dt tn imDcrdnberter Stid^timg, ober Ireteit ^ettg neue Aräfte 
nac^ irgenb einem @efej) maci[)fcnb ober abnet^menb, ober auc^ 
conflönt bleiknb, in berfeUu'n ^iid^tung l^inju, unb man t)er^ 
#e^l unler 26 bie @ef<i^tt)ittbt9feU, toeld^e fid^ in 
einer ©ecunbe bann anfammeln tt)ürbe, tpenn bie 
ÄrÄfte, tt)e(ci^e am ©dj^lu^ irgcnb einer 3^it a(fo 
tt)Al^renb be« nun foigenben Sfugenblicfd dt etnioir# 
fen, J)on jeßt ab eine öoüe Sccunbe ^inburd^ auf ben 
anfangt rul^enben $unft, o^ne il^re 2lntenfität voa^* 
fenb biefer Secunbe au »erAnbern, einioirfen t^ixx* 
ben, femer unter n bie (unenblid^ grope) Änja^l biefer @in* 

26 

toirhmgen lodl^renb biefer Seoinbe, fo ifl n • dt « 1 unb — 

ober 26 «dt bie eefd^bibigfeit, n)efal^e iebe e{n§e(ne Mefer 

n (SinnjivFungen, affo nnd^ bie im erf^en 5(ugcnbliLt dt am 
@(|liup ber ^tit t neu ^inautretenbr, atö ^maid^^ im v ^er« 
i9orm^, forglid^ gletd^ mit dv, unb 26 dt fon>o]^( toie ba0 
benfcfben ®efd()n?inr't3fcit6^3iiJv^4>^ bejeid^ncnbe S3ilb dv i^ 
bal^er ba^ ^aaf ber in biefem SlugenbUtf dt neu j^in^utreienir 
ben straft ober Aräfie C^dufig bie Jtraft felbfi genannt). 9xa 
ber Oleid^ung dv = 2Gdi €Ut)>ringt aber nac^^ §. 33. t)ie: 
(IL) ÖVt » 26 • 
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3m gaff nun 2G tmtfliä) confiant i\X — b. im gatt 

in |cbm conßmtten VngcnUicf dt tmMrAnbcrt immer berfette 

Wei6t, unb (»ie burd^auö, mm m<i)t baö ©egent^eil befKmmt 

ou^gefiprücl^en tfl, t>oraitds<4<^ ^i^^) ^ ^ ^^^^ ^ a^fll^^^ on^ 
fangen, fo baf, wemt t » o geft^i n>itb, aud^ s « 0 unb 

V = 0 au Unkn i^, — folgt auö CW.) fogleic^: 

V « 2Gt 

vnb bann (M (I.) 

imb legerer g^rmel entfyringt, mm t s i gefe^ k«irb, 

G = s. • 

(t$ htüdt ballet G in iebem Kugenbliif roä^xtni 
^ber ^HMiKgung, al\o am 6cf)(up jeber 3^it t, bie 
Singe be^ ^Ge^ed aud, koeld^en ber $unft (ober alle 
{ßunfte bed A^r))erd) in einer Seeunbe bann surfltf» 

legen tt>iirta\ tvcnn tie Gräfte, n)cldf)e im ndd;ften 
Kugenbiitf dt einkoirfeU; kva^renb biefer @ecunbe 
auf ben an Einfang berfeKen rnl^enben $unft, oi^ne 
i^re SntenfitÄt ttjäl^renb t erfeften ju innäiiücrn, etn^ 
ttJirfen ttjürben. (Sö ioirb G bie ^efc^leunigung bie^ 
fed Sugenbliifd genannt, unb für ben freien gaff burc^ 
Heine «^öl^en nal^e an ber Dbcrflad^e unfntr (5rbe, m bie 
©d^n?erc af6 eine confJante Äraft angefc^en it?erben fann, ifl 
na^ (Srfa^rungen ber SBertl^ 6 gleid^ 15| guf , meldd^ 
3a^l in ber go(ge bur4> g auögebrücft koetben foK. 

§. 67. 

^Begriff ber mutt WtaUi, abfolittc« (^etpic^t, ipnifii^U 
iBti»i6ti, ittib «in^fiten ffir bieftlbciu 

2)ie SRenge äKoterie etne6 StitpM nennt man feine 
9Raffe, unk biefe Wtdlft ober 9Renge materieller «ftome ifi beflo 
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l^eit, ttjorauf ®cn)i($te kjo^en ti)erben, fei baii ^^funb, «nb 
loenn alfo gefagt koü^, bap ein ^ör^er ba^ @en)ic|)t 0 
fo ^tt^tl^ matt utttet 0 bie abfolute 3<^lf ^el^e bie äSettge 
^funbe angiebt, t^ic tiefer Jlor^er n)iegt, alfo ben S^iutf, bcjt 
berfcl6e rul)eab auf eine il}it imterftüftenbe ober tragcnbc ^ori^ 
toittale (Sbette ouMbt 9Ud (Sitil^eit für ben Segriff äRaffe 
ifl ^r bie Oled^nung bequem, m -Utaffe ober SKengc SJtome 
^ tt>d^len, bereu @ett)id;t = 2g ober 31j ^^fimb ijl, unb 
toctm a(fo gefügt toirb, baf dtt Adrt)ef bie SRaffe M l^abe» fo 
t>erflel^t mau unter M bie abfolute für m^c Umal 2g 
bo^ @ea>id[^t biefeö .^orperö au^brü(ft. ©e^iel^en jid^ ba^er 
0 unb M auf benfeliften Stotptt, fo 
cm.) Ö = 2g M. 

SBerflc^t tnan in Sejiel^ung auf irgenb eine SRoterie un* 

ter ß bie abfolute Sa^jl, mlt^c mit bem ®en)id^t irgenb einer 
£luantitäi reinen ^afferd muUi)>tteirl| bo^ ®mi^i einer glei^^ 
CluanÜtlt ber in Stebe fle^enben ataterie ou^brAA, fo 
nennt man ß baö fpeci[ifd;e ®ett)icJ)t biefer 3}?aterte» 
äBiegt bo^er ein SuHt^p SBaffer r $funbe (in berliner $fun^ 
ben ifi y » 66 au fe^en), fo ifl für eine SRaterie, beren fpttU 
fifd^eö &c\v>i<^t = ß ifl, ba^ a!>foIutc (!kit?icf)t dnc^ ^nhiU 
fufeö = ß"y, unb mnn ein a^olumen biefer ä^iaterie V 
eubiffufle enl^&tt, unb bad a6fo(ute @ekoid^t bed aSohimend V 
biefer 3Äaterie = 0 x% fo finbet aBemal Die Öleic^ung 

av.) 0 = V/^y jiatt. 

68. 

Se^tmmun^ «on 0, 

SBirft auf eine trul^enbe äRaffe t)on q $funben eine, burc|^ 

il^ren 6dj)tt>erpuuft gericf^tete, cuafmutc Alraft t)on p^funben 
in bleiftenber 9li4)tung unb ©rofe ftetig ein, ,uJib fte^t fein 
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iginbemif ber entflel^enbcn S3ett>egun9 entgegen, fo tfl ber SQSeg 
in ber erfteu QtcmU ber SSemegung, b. 1^. G, U^itmt bur<^ 
bie formet: 

Sejeidf^nct itäm(ic|> H bie ht ©rtvcgung ö^f^fe^^ SRaffe, fo 
bap (i = 2gM ijt, m bic SCnjal)! ber 5(tome in Mj n bie Sin^? 
^al^I ber fietig in itmtnterbrod^ener Slci^foige erfolgcnbcn (Btur 
njirfungen ^on p n^ä^tenb dner ®eainbe, «nb c We ®cfd[;n)in* 
bigfeit, wetdS^e bie et(ie (Sintt)irfung i^er^orruft, fo n)ie bcn 
3mai^^ an @cfd^n>inbigfeit burc^ lebe neu erfolgenbe Qm^ 

iDiriung, bmn ßtiüaua n ifl (§« ao.), fo 1^ man, 

iveil 2G bie, tt>a^renb biefer S)auer ^oon einer (5ecunbe, onge«' 

fannneUe @cfc^tt)inbigleit audbriicfi, c« — e=2Gdtunb^ 

ald ?lu0bru(f für bie ^raft, tpeld^e jebem einzelnen Sltom, 
iDenn er ru^enb iß, burd^ einmalige (Sinmittung biefe 

fci^tvinbigfeit müt^eiien n>irb, fo baf alfo ^ ate bie Urfac^e 

unb 2Gdt old bie iZBtrfung berfeiben erfc^eini, unb ba bie 
Urfad^en nur caa ben SSBirfungen sn erfennen finb, fo folgt, 

ttjenn q^, p', M', m', ü' fic^ ekii \o aufeuiauber ^ejie^en, ipie 
h m, G, 

« 2Gdt:2GMt, ober 
mm ' 

m m' 

Seßel^t nun bie äSaffen^ßinl^eit (beren ®ekoid^t olfo 
« 2g $fnnbe m ou^ k Sltomen, fo ^ m ©ekoid^t ie* 

M Ittoma, affo q «• m.~? nnb « ö^fo q-q' 
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G:G'»5:^' Ott, 

Se^ieW man nun p', q', G' auf ben freien %aU für qc^ 
ringe «^dl^en na^e an ber (ixhobtt^ä^, fo ifl 6' g = 15| 
unb V^^, kernt Beim freien 9^0 ifi bad filetDtd^ ber 9R<# 

We Ux^aä)e ber Söemegung ber feilten ÜÄaffe, unb fub^ituirt 
man biefe fSkxt^t, fo folgt 

in I9e(d^er germel p bie Ueberioud^t ober bettoegenbe itraf^ 
unb ^ bie bef(|Ieunigenbe «Kraft genannt n>irb« 

3)1 alfo aud^i G conjiant, fo l^eipt bie »etoegung: 
gki^^förmig befd^Ieunigt, wenn p po^üi^, greic^formig 
tJerjögcrt, n>enn P negatit> iflj ip aSef ^ berdnberlic^, mit» 

teKar ober nnmttlelbar aB^ängig m K ^ii^ <^^^ ^^'^ 

n>egung ^eränb^rlid;. 

§• 69. 

eefel^c ber filei^fSmls Bef^Ieitiiiolen Setteduiia* 

Sluf einen Stixptt »om ©ekoid^t q, beffen ^tome alle 
fd^on eine ®ef<^n>{nb{gFe{t c in trgenb einer 9tid&tung beül^en, 
iDirft in berfeI6cn SRic^mng ju bemfdben 3H burd) bei: @d)tt)er^ 
))un!t beffdben ge^enb, eine untoerönberiic^ btciclbe bieibenbe 
Sttoft p fletig eiii. (Sd follen t, s, c unb ▼ »ergUc^en »erben. 

9nti(^nd 0 ben ^ier conßont Heibenben ibOttud g^, 

fo folgt ott^ ben beiben (Strun^eid^nngen 65« (L) unb 
f 66. (IL), nämltd^ 
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V ts 2Gt + Const unb bann 

3)a nun l^icr jnmr t unb s außteidb anfangen, alfo ju* 
glcid^ « 0 tt>erben, v aber, für t « ü unb s o, in c 
Atcrge^t, (dfo «* c tofarb, fe ergeim l^imitd bie Mbrti 
tt^n^onten unb bann bie »erlangten @xmt^Qki<^m^m; 

V = c+2Gt unb 

<ma loeid^, iDemt man t eliminirt, gut nmiMbacm Ser« 
flleid^ung t)on v unb s nod^ v* « c*^4Gs folgt. 

ginbet feine ^nfangögeic^minbigfeü jiatt, iß alfo c « 0; 
fo k^nben bief< brei ®(et(|iungeR 

V mm 2Gtj S = Gt^^ V =n 4tGs . 

§• 70. 
Sreief Salt 

gür t>en freien gatt burd^ geringe ^ö^en nol^e an ber 
«tboberjMdjie, tt>o q » p, alfo G = g ifl, l^at man bal^er, 
njenn bie »nfan^ögefd^njinbigfeit c jiattjinbet, 

unb, noenn c 0 iß, 

V 2g*^ 8 « gt^j T* 4gs. 

§. 71. 

^ a$(fc|c ber glet^fl^rmig »rr|»gcrtctt »ette^ttiig* 

^r)ie STufgabe bleibe tt)ie in §. 69., nur tt>irfe bic Äw^ p 
birdt entgigcngefe^ Std. 
3n Mefem gaO )i>etben bie ®runbg(eid^ungen: ' 
dti « V unb dT| c» ^2G 
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imb ergiebt fi4 in §. 60., 

V = c — 2Gt; s = et - Gt^; = c* — 4Gs. 
^ejeic^net für fo(ci)e ^emegungen, T gon^e 3^^^^^^^ ^^^^ 
fetten (id gttit €riK^nb olfo au StsgenMicf, n>o 
▼ « 0 ift, unb S bie Qanjc 23vil}u in biefer 3tit T, fo füigt 

c = 2GT unb S « GT». 
unb fe^t man in biefe ^nf ®(ei<|ungen g f&r 6, «ttf)>rin# 
gen bie ®efe^e ber 53ett>eijun9 ciucö mit t)cr @e* 
fdf)nnnbidleit c lotf^xtd^i in bie i&ö^e gen)ortenen 

§. 72. 

99(i»egttnd auf dner fd^iefen (Sbenr* 

S3efinbet fid; ein Ä5r})eT i?cm ®cund;t q auf einer unter 
bem fpii^n iffiinlel gegen ben «^ori^ont geneigten (Sbtnt, fo 
entfpringt aud q ein a6g(ettenbe6 Sefhrelen » qSina unb 
ein Si^ormalbrucf = qCos« auf bie geneigte @6ene; auö Ic^tei^ 
ren entfielet ein tteibungd^^inbemif =■ fiqCosa unb ift 
^qCosa > qSin«, fo Hettt ber Mt^ in 9lul)e, wenn er 
ruljciiD ix^arj ift aber qSin« > /wqCosa, fo n>irft auf ^er^ 
untergleiten eine Ue5ern>u<^t p » qSina— juqCosa unb ed 

iß ber confiante. älBeri^ tu>n ^ « Siua*-/tiCo8a^ foigiid^ 

^<d nun ber it^ryer beim Seginnen ber Stovefung, at* 

tt>äxte, \ä)on eine 5(nfang3gefc|>köinbigfeit c, fo geben, nad^ 
§. 69. bie @ieic|)ungen 

r as C"f-2gCSiacr— fiCoso)*! unb 

s B» ct + g(Sma»,«Co8a)*t*; 
unb rnenn c = 0 ifi, bie 

V CS 2gCSina«*fcGo8a)*t unb 

bie @e)e0e ber ^ei^ung, unb erßere liefern, bann n>enn 
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fiqCoBa — qSina {f}j v c «nb s « et affo eine confianH 
Scnjegung (§. 65.) 5 bann aber, mm /tqCos« > qSiaa ifc 
bfe sanae 3<übauer Us ^noegtmg ober 



imb bcn enlß)red&eubett ganaeu aßtg 

c T ' 

^ 4g0iCo8£r-.Siiia)' ^^^^ ^ y 

^at aber ber Körper auf»>ärt'd ßeigenb bie Stnfong^gcr 
fd^tDÜibisfeU fo ifr fn jebem gaO bic bircft entgegen toir* 
Tenbc ^raft = q Sin «-f-^wq Cosa alfo bie t()r entfpred^enbe 
unb negatü) in it)tecl^minfl bringenbe S9efc|fteumgung 

lutb ed folgen bie dleid^gen: 

V as c — 2gCSina + f*Cosa)t unb 
8 et — gCSIna-f-fcCosa) t* 

oitd meldten für bie ganae ^ouer ber Bewegung 

* . ^ c . 

unb 



ent|lel;t. 



^ . ^ cT 

^ 4g(Sma + ^Cos«) ^^^^ 2 



S3 rr gl d (jungen bcd freien galU mit b^m auf rinei 

SSSirb t)orau6gcfc()t, ba^ beibe Semec^itnj^cu o^ne Sfnfangö^ 
gefd^^njinbigfeit erfolgen unb auf ber fcj^iefen (Sbene feine Sei* 
(ung ßatt finbe, beaie|ieti fid^ y, g auf ben freien gaOi 
f', s', v', G auf bie affUJcirlc^ ßeridbtetc 'i^caH\3imj] längs? ber 
fd^efen Qbmt, unb beaeic^uet h bie ^b^e, a bie £änge berfet 

10 
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Ii 

toi, fo ba^ Sma » - ifl, fo ^ge(en fi^ oud bm bi^fierigm 

®efe^ fogteid^ folgenbe Sitt%ldä^mgmi 
6 : g a h : a 

s : s a Ii : a ) 



mm » a unb ß = h iß. 



f : t B a : h 

V = V 

S)ie brüte ajerglcic^nnci brürft ba6 ©alileifc^^e ©efet? mtdj 
bie ^nfie flnbei M »mcgung bed SSaffete in geneieten 

rinnta ^rtttjcnbung. 

§• 74. 

Sot^rr^te Srioeeuttd »»n Qml^ten «n einer atolle« 

Ueber eine um il^re l^oria^niole 9(<^fe brel^bare Stotte ifl 

ein gaben Qdco^t, bcr kiberfeit« Iot]^red[)t l^erab I^Ängt «nb an 
beffctt beiben ©nb^unlten m\ä)Ut>m ^äuö^"? 
entße^enbe Semegimg au be^men, n>enn bormtd gefegt koirb, 
ba^ SRoUe, 3a^fm unb gaben ol&ne SDlaffe fmb, an^ feine 
Steigung eriinre. 

Se}ei(|fnet A bae gtdfieYei B bad Heinere @ett)i4!t, fo ifl 
l^ier p a A— B; q « A-i-B; alfo ber con^onte a9Sert| bon 

A — B 

G pir iebm fttom in Beiben SWaffm A unb B, g(ei4> • g 

nnb ed i^ bal^, mm feine Xnfang^efd^tDinbigf eit ß<Ut finbet, 

A-B , A-B 

^-«»AiTB *5 «-«Ä:i:B-^ ' 

tt)emi ober, in ber »id^tung ber 8et»egting, ber gaben fc^on 

eine Unfangögcfdfewinbigfeit c ^at, 

A-B, , A~B^, 

imb bann, menn ber Saben in ber entgegengefej^ Sichtung 

bie 9nfang&gefc^^t)inbigfeit c f^ohm foUie, 
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koc^e Scmcgung aufbort, »>mti 

4g A — B 

0<t00ifecii ift, l9orattf bdittt in entacgengefe^ter Stid^tung bie 
4U^iil betrac^teie Semegung erfolgt. 

§. 75. 

m 

SBirfen auf aüe Sftome einer 2}caffe üom ©eirid^t q 
gleite ))aratte(e Aräfie ober n>irft bie Summe p berfelben itt 
einer burd^ beit 6c|wer))Uitft ber SRaffe gei^enben mit oMgen 

9t{d;tu]ii]cu poxMütt 9li(|ilttttg» ifl <i(er ^ tti^ confloni fotk 

bem tmdfi irgenb einem ®efe^ t)erAnber% fo ge(en bic beiben 

. ©ruiibgleid&ungen §. ü5. I. unb §. 66. IL, nÄmlid^: 
(L) = V unt^ (II.) 8vt = 2G; 
mttf toefd^en oud^ nod^ bie, für mond^e Unterfud^imgen, fe|r 

bequeme brüte @(ei(J)ung 

]|^en»orgel^t, n>enn man in biefelben ben MtrHS^ i»on G fe^t, 

tt>eld^en berfe(Be im legten §lucjenblicf ber 3^^ * ^^^t 
erfaigter ^tUegration, bie ©efe^e ber Setoegung, mbti aUx, 

It nadS^bem baö ©efeß ber SSeranberUd^feit öon ^ kfd[^a|feu i^, 

biefe SiUcijratioii i[)re ©d^tDiaigfcit hahm fann. 

S)ie Aufgabe in ben folgenben §. 76. bid 7& fmb al^ 
^ie^ergel^orige Seifpiefe tu betrauten. 



10^ 
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§•76.. 

Soil^rr^te tSrioeduttg «011 GclDi^tett «n eftit? SteUe* 

S)ie «ufgabe fei bicfeOfte loie in i 74, ato i>er 8a)>m 
fei fd)tt}er get)adS)t, unb jcber guf bejfetten l^abe ko^ ®e»(<l^t 
bod^ Weü>e bie ©teiflöfeit bicfeö gateuö unbcrücfild;tigt, unb 
8 fo iDie ▼ fei füt kie centrif<j»e «inie biefe^ gabetie 
flehen, au* iverbe bie 2»affe be6 SJ^elle^^ be^ gabeti^ m^ffc 
loAl^renb ber $ett)eguna bie ätoOe (eruiert, nic^t in ^etrad^^ 
itmg sesogeit 

3ft o!)ne «nfanöööeF^wfetMgWt, in ben erflen t €ecutt* 

ben ber äBeg s burdjilaufen, fo ifl im legten ^uqmUxd biefer 
Seit tma bie anfdngU^e Sänge bed UO^xe^Un B<^tnÜ^€ii^ 
tvornn A l^angt burd{^ a, bie »otan B l^aii^t, bwd^ b mtd«r 
gebriitft unb »orau^gefefet tt?irb, bap A-hka > B-nkb ifl, 
p ai A 4- kCa + s) — B — k(l> — s) ober, ben conftanlen 
«n^d A-.B + k(a-b) » c geff^, p - c + 2k.sj 
bann, immÄHbcrlidf^, q = A-i-B 4-kCa + lo unb ba^er für 
ben, am Mx t^.folg^nben $(ugeubUcf dt, 

^ c-i-2ks 

3ur Slelation ^tfd^en y unb 8 fSI^Yt mm Ue ®(eid^ung (OL) 
auf ben htr^etten äBeg^ jie giebi 

vdv. « 2g — - — , 

mtcM, ba ber Sorou^fe^g {eine Slnfang^gefd^toinbig^ 

feit (latt finbet, 

= ^[cs4-ks'J folgt 
92un giebt bie erße ®(eid^ung 
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unb ^Uroud ergießt ft^ na(|^ §* 2& 8«, 

■ 

' 4gk C 

2)iird^ (Slimination i»on 8 mtf bm Mbcn flefimbcnm fpeddlm 

®lrici;ungcn, folgt nun a\i(^ ^ur ^Bagleic^ung ^ivifc^m t «nb v, 

Y 4gk c]/g 

m 

§. 77. 

®rfr^e be« fiticn gfalU mit Serndfid^ttdutta br8 aHgrmdneii 

S?ad^ btefem ©efe^ t)er]^a(ten fid^ We ottiiel^enbfti jtrdfie 
bcr 6Uxx>tx m\^iU\)xi ivie bie Guabrate bcr ßntfernungen, 
toemt aifo bic mtaie^enbe ^raft unfered (Srbför)>(rd an ber 
f)berflädf)c beffelbm, We Sefc^Intmgimfl g erjeitgt, fo ifi biefe 
Säefd^Uuuigung in ber Entfernung e t)om aKitteI)}unft ber 

Grbe, n>enn r i^ren mittleren i^attmejfcr U^äi)Xid =» ^-g. 

^Beginnt bal^er, ofine iHnfaniji^j]cfcinuiubii]fcu, ber freie 
goll in ber entfemung a joom SRittelpunft ber 6rbe, fo i% 
tia^bem ber faVenbe iidr^er ben SBeg 8 in ber 3eit ^ burd^ 

laufen l;at, in bem folgenbai ^^(ugcnbUrf dt^ bie Sefd^leuniguug 



itnb olfo ou^ III. 



V« « i^^+Coil8t folgt 

a — s ' 

gär 8 » 0 ifl aber au(|^ tiad^ ber Siorou^fe^g v » 0^ 
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böiger Conrt « — imb W^cr 



a a — $ 



9si « V - 2rj/|. j/^^ folat nun 



ds 

Kg ^ 

un^ l^uroud nad[^ 28. 15«, > 



j^Vas — + aArcSin|/|J» 



$. 7a 

SBirb ein Xiörj)er mit ber SIufangögefdE^iDinbiöfeit c lot^)* 
u^t in bie »^ö^ie gclvorfm, bie aSer^nberIic^)feit bcr Sdijie^ 
^ungdlraft unferer <£n)e nid^t berütfitc^ttgt, n>o^( aber ber 
flSiberfianb bcr i^iift, unb angenommen baf berfeI6e mit bem 
ßuabrat ber @etci)n)mbi3feit n?a4)fe, olfo in bem ^tugenblicf, 
t90 biefe « t ifl, bev biefen Sffiiberfianb cntfrred^enb^ SSBeft^ 
t>on G im^ (jL*y* au^gebrüdft weTben fann^ unter fi einen 
con^anten gactor »crflanben, ift nadf) Uierlauf ber 3eit t, 
toAl^renb bed folgenben SluflenUitf^ dt, bie Sefc|»(eunieuna 
g-*-iWV% aber ber bePeI)enben 8ett)egung en^egengefe^ 
olfo au0 v8v, = - 2g - 2ttv% ttjorau« 

folgt. Sfud L erljaU man bann, burd^ eine ebenfattö leichte 
Stttegration 
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8ör bie 3cU T M ganieti Sieifletie unb bfe g<m|e ^Ul^ 
S enlft^rittal aua bkfen Sormebi 



III. 

9f eie aSeu^egmg in einer eifteneit IS^rnive* 

7». 

SBirb bem @d^tt)er))tinft eine^ Mit)^, toäf^xm^ er ftd^ 

iii A bcfiubct, in irgenb einer SRidj^tung AB (gi(]. 21) eine 
Stnfangdgefc^mtnbigfeit c mttget^eitt, unb mtUn »)al)renb [ei^ 
ner tiuti erfolgten 8cn)egttng, coitßmite ober mdnberlic^e 
^liiftc Petig, ebcufalli? in D^iidf^tunßcn bind) m\ 8df)Werj)un!t 
'0ct)cnb, auf benfclbcu ein, in conftanten ober i^eränberlid^en . 
SUd^ttmgeit, bod^ für jebe biefer Atä^ , tmn fit fi^ auf aUe 
Sltome bcr 2)taffe beö Äi^rperö gleidf^förnUi] üertl)ci(t, biefe ein* 
seinen .^röfte unter )t(^ in paxaMm diic^imi^m bleik^nb, fo 
tDirb 4>er £dvt)er baburd^ im Stfifgemeinen bon ber Stid^tung 
AB immer mel^r abgelenft unb ietci feiner ^^iinfte bef(^rei6t 
eine Gurt^e. Sßenn nun tooranögefeft tt)irb, bap bie ^id;tun* 
gen oSer eintoirfetibett Sttäftt, im @d^t9er))unft be^ M&tpn^ 
tJercint gebncf)t, in einer burcf; AB gelegten fot^red^tert Wene 
liegen, fo ba^ bie Sal)n ober (?ur»c, n>eld^c ber 6ci)tt>cr>)unft 
befc^reiben mirb, in berfelben (Sbene liegen mttfi, fo fott td^ 
nur bie fiattfinbenbe SRerötion jtt)ifci^en ber ^(nfangdgefd^winbig^ 
feü, ben Gräften unb ber Sorm ber entite^euDen 6un)ei fon« 
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Um c6 f$Um Me SMd^geti |ur ScfHounung m s 

unt) V ju Gitbe Jeber Seit t ermittelt njcrben. 

SQd^rt man, in Ut (V»äi)i\tm dbm, A ol^ Ktifatig«^ 
)>tttift ber Soort>i3t(itm fielet C ott bm $ittift an in 
ipcldf^em fi($ ber ed[jtrcrpunft bed betuegten Äor)>erö am ©nbe 
bef 3^ii ^ befinbet, t^erfle^t unter a ben ^i^fa AB, 
itttter ^ beti, loefd^cn bie Smitntt in mit ber ^onaontoTai 
AX bUbet, jerlegt bann v nad; tcn dlidjimcim ber Koorbinaten* 
?((^fen AX unb AY in vCos^ unb vSinf/?, ferner pimm tH (i&f 
in biefem Sbteenblid iDirfenbe «rdfie nadft benfelben 9lid^tungen, 
Beaeid^nct We ©umme ber nad^ ber ^idf)tu)U3 AX, burd^X, bie 
Summe ber nac^ ber SticJ^tung AY burc^ Y, m ®ekoi(|i bed 
beilegten Ädr^erd burd^ q, ferner bie Sef^letmisitng ber 

äSic^na AX olfo burci^ unb ttc n<4 ber «idS^tuna 
Y 

AY, al\o g-, bur4) fo I;at man nacj ber aUgemeinen 

D(vCosy), « 2G' imb 

ö(vSiny)i » 2&\ 
& ifl ober ▼ « Ss, (§. 65 ); Cos^ = öx.^ Sin^) « öy./ 
alfo vCosy = dx,-ösi Oxi imt) vSiny ^ dy,-8St » öy,, 
imb fttbjWuiri man biefe SBertl^e, fo |»al man fdr olle fildje 
SBetoegungen bie biet ©runbgfeid^iunijen: 

(I.) Ds, = V 
(WO ö»x^ « 20^ 

- an.) a*yt = 
^rojicirt man G' «nb G'' auf bie Sangente in C, unb be« 
aeic^net bie Summe biefer ^Prpiectionen burc^ T, fb ^ot man 
T » G'Cog9)+'G"Smy; ed ifl «Ber Bs«« » 1 + 8y.» 
(§. 40 j al]o ai4 öst- = Oxi^-f-öy,^ unb i)terauö 
ÖSt Ö^s, =-ax,.8'xi+söy, 8^y,; alfo auc^ 
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imb fubptaiiri man aua (II.) unb (III.) fo folgt; 

ober folgenbe^ We Unirrfud^ungen oft fe^r erleU^t^rnbe t^Urtc 

kiefm &Uiä)mQcn mb betten i^rer «^erfetttttig 

Unn^ten »^ülföglcidhungen finb nun In jebcm Sefonbcrn gaW, 
tia(j^ erfolgten Integrationen, bie i^erlaitgten 9{elationen 
ctitncl^iiien. S)ie folgenben $aragra)>]^eti ettt^atten einige 9bu 

ioenbuugcu. 

Siegen bie 9iic^tungen fämmtU4)er pctiQ ein^))irfenben «^rafite 
ni<i^t oBe in einer @bene mit AB, tvirb im SUIgemeinen bie 
S3al)n eine ßurjc toppelkr .^inimmung kud t>ie ^itbung bcr 
erforberli^^cn (Gleichungen ßnbet auf benfeiben ^eg, tmr 
mäffen bie S^I^snngen nad^ brei £oorbinaten4{d[ifen erfolgen. 

§. 80. 

2)ir glttaf^atn olj^ne mä\Ht auf beu aBiberPAnb ber ettft 

S)em @cf)trert)unft A emc(3 rul)cnC)m ^ör^erö (Stg. 21.) 
iverbe na^ ber Siid[^tung AB, jleigenb unter bem f))i^en Sin^ 
lel a gegen ben ^orijont AX bie 8fnfangögcfcl;i\?inbigfeit c 
ertJjeilt. Xic cntf^ebenbc 53enjcgunoj ?u beftimmen. 

& tpirft i^ier n).a][|renb ber i5eu)egung nur attein bie olö 
confiont au betrad^tenbe ®d^t»ere, unb bo^er i^ X a 0| 
y = - bem (^etiMrfjt bcö ^lorpcrö^ fotglul; Ü' = Oj G'' = - g 
unb bo^er bie brei @Ieid[^ungen ds» » v ^ d^Xt » 0; —2g* 
SIu^ ber sit»eiten folgt dxt » Constant « A ober 

b. l). Cos^ v = A; alfo 

j. vGos^ =B cGosa unb bal^er 
dzt » cCosa loorou^ 

X aas CtCoS« 4- Const; . 

foIgU4 toeil für t » 0 aud^ x s o u>irb, 
- 2, X « et Cos CK l^erborge^t. 
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ätu^ bcr brüten entj^el^t 
8yt et — 2gt+Coiist, ober öy.-öst b. 1^. 

unb y =3 a ip, Const = cSinof, \}af)tt 

dyi « — 2gt+cSma 
unb l&icraue ba t unb y hH^d^ t?erfd()tt>inbcn, 
3. y » ctSioa^gl^* 

eiiminirt man nun t aud 2 unb 3« \o folgt 

ti>ormt«^ arj^Kcti ba# ine gluelba^n, o^ne Diücfftd^t auf 
ben aaßiberjlanb bft £uft, eine $ara(el ifl. (§. 50.) 

9Iun folgt aud^ 

2ex 2fft 

tgy - öy. = icS«^ 
bottn aud 1. 

V » cCosaSecy = 4-4gH^ — 4gcliSina uub 
« - — ^ L^g'^SecWtgijpSecV+ln 

unter q> ben Sinfel »erftotiben, beffen Tangente f(^on 

burd() t auögebrücft i|'t. 
getner ergiebt fld^ kid&t: 

bie SSBurfwei*« AD = |^Sm2aj 
bie gröpte SBurf^o^e EF = ^^Sin*« ; 

^ ^ cSina 

bie 3ett W gauien »urfS « — 
u« f. tD* 
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6 L 

I>le glttgB«^« mit aröcf ftd^t ouf bell ®lbrrp«iit> Ux 2uft. 

mit Sei^e^oltimg. ber Sebeulung ber bi^^erigen 3etd^m 
öl §. 78 bid 80. eraekn ftc^ fo^lcid^ bic brci ©mnbgkur 
(jungen: 

nnb n>{rb in biefelSm 

ay. - für Smq> 
gefeH unb bann t elimintrt, fo Meißen bk {toei ®(d4tmgm$ 

Ö*yi = -2g-2/iAasrÖyt 
ober, fiott ber k|teren, bie 

«nb tjl nur nod^ crforbcrlidj) auö fctiotii t elimiiurcn, 
um bie (^Uetd^ung itt)ifd;en x imb y, b. bie »erlangte @Ieu 
cl^ung ber $al^n au erl^altem Sül^rt man ju biefem äiotä x 
aW bie UrttarJabfe ein, fd[)rei6t alfo 
1 

^ für 8xt } basier 

an, , 

If fflr öyi , alfo 

^t» = — m? — ^ ^ ' 



Digitized by Google 



fftr as, wtb 1^ pir 8y,, 
fo gelten 6ribe Oldd^ungm ulftcr in 

S)ie Elimination ))on t aud biefen 6eibcn ©(eid^ungen er« 
forbcrt aber, idcU utib in i^nm »Offomtnt, nod^ eine 
brtee ®IddS)ung, bfe aber febte f^oFjcre 5IMeUung i^on t nad^ x 
ent^iilt, unb bicfe entft)rlngt auö ber attJ^itcn, mm fu nod^ 
einmal nod^ x abgeleitet M>irb, tDoburdj^ 

0{rb nim oit^ btefen brei ®(e{d^ungen dt« itnb d^t. eti^ 

minirt, luib jugkid^ Yi ay,* für Bs» gefc^rieben, fo ergiebt 
fic^ bie S)iferenataU®leid[fung ber britten Orbnung 

a«y. » 4^dVVn-Öy«», 

lt)cld^c, brctmal intt\]rtrt, bie inrhinc^te (Foorbinateii = ©fetd^nng 
für bie (£uroe, bie ber (5G^»)er)>unlt bed &or)}erd burd^Muft, 
geben n>{ib, t^orou^gcfegt, bap bie Serfdffiebenl^eit ber 0n§ie» 
l^ungöfraft nnfercr C?rbe bei fo geringen S^ö^cn aU o^ne (5in* 
ßup aupa 8elrad[)i gelatjen n)erben lann, unb baf s^g^^^«^ 
attd^ ber @4tDer))unft bed Stitptt6 mit feinem 9Rüte()>unfte 
(bcn »Jiorpcr ctit>a ali^ Jniqel gebadfjt) jufamincnfallr, bamit 
ni^t augleid(^ eine rotirmbe, olfo abienfenbe ^ekpegung .eintritt 
Um bie erfie Sniegrati^ axa^ufä^xm, t^erbe dy« burd^ 2 
au^gebrucft, fo entfle^it 

8(dzJ, a 4itta3B.*Vl+z' 3 alfo 

8«, » 8«y, « 4^/Fl-f-a*8«,dx » 4iti/|/r+J?dz 

» 2iti [8y,-|/l -I- dy.« + In [Sy« + Vi ^ öy.^j] + C , 

m t'ie (Sionpante au6 ber 33ebingung ber 5(uf\]abe in entncl^^ 
men ip, bap für x « 0 j ay, « tgy in C^yjg = tg«, 
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mit) 2göi%— [5]S^"""ö^f7?' 

Off 

3)ie nun erforberlid^e iwcije Sntcflration ijl in enb(i($cr 
gornt nidjft üu^auffil^ten, nur oimdl^emb bwd^ äiei^cn, für 
Heine 98ert^'t)on or, tinb ifl in meinen ^ntt^enbungen M f^i* 
I^ern ßalcüid (£ei)>aiB i^^i 93oIfmar, 1836) Seile lC3u.f.tt>. 
§it fmbeiu 



IV. 

©eitputtgeiie flScivedttttg in zitier elbeiien &ntt>e. 

f»fY4eitttti(| ber (Rntnbglel^nti^eit* (EcnliifitgaUltraft 

ffiirb einem fefien £ir))er (etn^a einer JlttgeO na<i^ irgend 
einer Sid^twng AB (gig. 2d.) efate Stnfimg^gefdEimtnbigfeit C 
mitgetl^eilt, uub hkibt aKe^ genau n?ie in §. 79., fo bap ber 
@<i^mervun& bie (Siin^e AGF burdf^toufm toäibe, iß aber bie 
Äugcl öcitt)ungen, ber ijorgcfc^riebcnen (ettt>a bnrd^ eine fefk 
@d^iene gebilbeten unb gegebenen) 6urt?e AGN, für ml^ 
«tt<| AB in A a(d Skingenle t>i>raudgefe^ n)irb| folgen jn 
mitten, fo brüA b{efe(6e in |ebem 9ugenUid gegen biefe, ben 
fireien £auf ftorenbe 6urt)e, unb biefer 5Rormalbrucf mx^ bie 
SentrifttgaU^raft genannt SBirb nun oorau^efe^t, ba^ 
ba^ )>l^t^rtf^e iBanb (bie 6<|iene) biefen !Dru(( au^l^W, ol^ne 
nachzugeben, alfo in gleid^er (Stäxk ern>ibert, totl^e gleid^e 
Ataft bie GenlripetaU^raft i^eift, fo lommt biefe i^aft 
}it benen in §. 79. (etra<^teten nod^ l^in^u, unb c8 n»iib ni^t 
nur bie ^tftimmung ber @ropc P berfefbcn, ^u (Enbe jeber 

3^ K fonbem s unb t ate Sunetion ))on t mlang^ 
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tt>mn bic ©leicf^ung y « y« pif^en bm eoofbtnatm ber 
ßuröe AGN al^ gegeben ^^oraut^ßefe^t it^irb. 

ffiirb bie 9(udbe^mmg ber £ugel fp Heia attgenommen, 
baf bic Sal^n i^^rcö SRÜtelfunfte« a» mit ber ßttrbe AGN 
aufammenfaüenb aniufeJ^en ifi, unb bt^<ütm aße ä^i^^n ^l'^^^ 
SebeuHmg n>ir in 79., fo iß ijii^ 

G'-g ^} G «g— 

unb bei btefer »ebeuhing bon G' itnb G" bie brei ®runb^ 

g(cid;ungeu; ös, « v , 

Ö'yi-2G''} 

mxan^ md) au^geful^rter Snteflratien fix jeben SBertl^ t 
\oivo^)l' P alö s unb v aU gunctioncn \>on t ju cntnel)men 
fmbv 2)ie beiben folgenben $aragrai)^en ent^ten einige «n^* 
n)enbungen. 

(^nUn[U0al-Äroft aB^efcitbert, ojne gift«ffii|t auf 

9i ei I) u u 3. 

«ttf einer j^ori^ontalen fefien ebene rul^e in A (gig. 21«) 

ein fWner Körper mn q unb mxU ber 81W^ 

twng Aß mit ber «nfangögcfd^n^inbigfeit c in SSci^egung gefe^, 
f« ober gesioungm ber Sal^n AGN tviber SBilten folgen §u 
ntilffen; ed [oiuii P, s, v Functionen »on t ober bon be« 
an t ge^)örtgen Sßenf) öon x, fo tt>{c bie aSerglei4)ung mi^tn 
« unb X feibß, ge^nben tt»erbem S>a bie Sbene auf weldf^er 
bie S3ett)egung erfolgt, f^orijontal unb fefl gebadet ifi, fo iß 
q mit ber lot^redf)ten ©egent^irhtng biefer föbene fortwÄl^renb 
im euU^mi^t, f0 büf X - 0 unb Y «- 0, oifo au4^ 

unb G"« -g?^ iß, »orottd T « 0 . 
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öSt = V s=s Const SS c 
imb l^ieratie s « et, fo n>ie mtd^ 8s««8xt » c folgt. 

«ud öxi « entfielt obtt 



5g öy.'ös«»' 
ober, ba ös.^ = l-hey,% alfo ös^.D's, =« 8y,-a'y« ifc 

p ^ _s!q.?!yx ^ i . 

folglid^: ivett P iifc^t negötm fein fann, mm ber Äorper cje^^ 
aipunam ifl ber ^a^n toleen au muffen, unb R ben §ai^ 
meffer ))er Krümmung ber Soi^it an ber }tt x gel^drteen Stelle 
berfetten (Ku^dft, na<$ §. 46. • 

SRan l^at bemnad) unter M bie 9[)?affe un q t^erftanben, 
fo ba$ (nad^ azo 2gM für q }u fe^en ift, f^genbe »e« 

▼ - c; 

s » et , 

P = unb ^ur SJergleidi^ung »on t unb x 



66 bleibt alfo bie ©efd^voinMgfdt untjerönbert biefetk, 
c iß bie Regung g{eid^f»rmig unb bie Sentrifugal^Jtrafir 
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tDdd^fl mit bem Ouabral ber (BcfelivinUefcit mib snit btr 

SKaffe, flcljt aber im um^cfcljrtett ^erl^iKtnip mit i)cm ^alb* 
meffer ber Krümmung an ber eiu[)>re4^enben @ielle. 
fßx eine Jtretoboi^n ifl B conßant, unb alfo aud^ P. 

S93irb in eine t^ertiefte gU^^e, an irgenb eine Stelle ber« 
fetten, nur nid^t an bie tiefjie, ein fd(^tt)erer St^xpcv gelegt, fo 
6^tt)irft bie (S4)ivere ein Sailen beö ^or^jerö auf ber 0egtt)un^ 
9enen Sal^n biefer 8Iö(|^e, unb ijl baburd^ ber tiefte $unft 
eneid^t, fio manlüft bie l^ier erlangte (Sefd^minbigfeit ein Huf» 
ttjärtöfleigen in biefer Tslächc t^er ©teile, in n^eld^er Hefe 
erlangte ®efd^»>inbia!eit atö ^nfang^gefd^n>inbigfeU bed @tei« 
gend stt StuK geworben ifl, n>orauf n^ieber ein ^dUm tt* 
folgt tt. f. n). ^inc fold^c 9Sonid}timg l^eipt ein ^enbel 
unb ber einfadj^jle gaU ifl ber: mm an einer loti^red^tett 
Stange, bie um einen i^rer $un!te brel^bar i% unlerl^att bef^^ 
feigen ein fd)tt?erer ^i4)ipcr Kfcftivjt unb bann biefc Stange 
ou^ ber ^erticalen Sage gebrad()t tvirb, m bann ieber $unft 
berfetten, fo u>ie ieber $unft be6 0ett>i(|ted, gean^ungen ifl, 
n?ieberl)olt ^reiöbogen au bef($rei6en. ®o ein 5j3cnbel l^eift 
jufammengefeöt, bann aber einfa^, mm bie ©fange 
ober ber gaben ald fo bAnn su betrad^ten iß, baf bie SRaffe 
beffelben nidf^t in ^iedf^mmg i\x bringen ifl, baö @cit?id^t ahn 
ald ein einjeiner fdj)it)evii %tm angefel;cn merben fanm (E0 
genflge l^ier bie S^eorie eined foldjfen einfad^en $enbe(0« 

i^ciiHd;nct r bie Sange bed gabend, q baö @cn?ic^t tcö 
an feinem (^))un!te befefligten ^tom^, bUbet ber gaben in 
ber erhobenen Sage, ton loetc^er bie Setpegung au^gel^t, mit 
ber aSerticalen ben SSSinfel « (gig. 22.), nad^ Verlauf ber 
Seit t aber, in m\i^t ber^Sogen s burdj^oufen unb bie ®e« 
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[d)n)inbigfcit v erlangt ifl, bcn SBinfcI ^, unb brurft P, im 
legten ^ugenblicf ber ä^it %, bie 8(nf))anmm9 bed Soben^ na^ 
feüier 9ti^tung, alfo aud^ bie ®egeiin>{rfun(3 bcffelben au^, fo 
ergeben fidj^ in S3cäiel)un(3 auf bie in ber gigur angezeigten 
€oorbinaten' Herfen X, 1 bie @Iei(|»ungen 

ÖS, Tj ö'xi = 2g ^—^3 ö^yt « -2g— 

fo wie aud^ 8*Si » 2g Sin 7? . ifi ater 

Ö^Si = Ovi 5= vdv, = v.|^, 
alfo, mil s = r(a — y), unb ba^er ös^ =s — r ift, 

imb fett man Wbe SBert^e für Ö*St einanber gleid^, fo giebt 
bie SrUegration fogicid; 

' 4grCos9> -f- Const ^ 

folglich, koeil v » 0 ift, für 9 a 

V* SB 4gr[Ck)s</)— Cosa] , 

b« |. y ift gleid^ ber ber lotl^re^^ten %<iSa^it^t rCos^— rCosa 

Ijierborge^t 

Sßun folgt, auö 



4g y yCasy — Cosa 

ip, tücldS^eö Sniegral in einen eubUc|>en ^umuä ni^t anjit* 
geben ifl 

11 
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Senu^t man bal^er, ^ur anna^^ernben SScjlimmung, We 
Steide 13. 2), fo mxt> 

1 1 
Cos^ <^ Cos« » ^[a* — vT — 24 — 9*3 

unb ba fttr Kcitte SScrtl^e t»on tt^enn bet eiilf)>red^etibe ffibu 

fc[ J5 ii)raD nid;: ubcrftcii]t, taö jtDcite ©lieD tiefer fKal)c 

(c^on Auferß unbcbmtmb in fQ^x^Ui^ mit bm erflen ou^fatt^ 

fo fonn man in t)er erßen ^nndl^erung Mo^ 2^^^"^'^ 
Co« 7 — Cosa fd^retben, unb 1^ borni 

t90rait6, ttod^ §* 27* 3), 
-t--y^-ArcSin| + C, 

alfo, »eil t - 0 für 9» » C V^'f ^ 

m^t AicCos^ fü^ - — Are Sin ^ Ö«fc^# 

t = )/^.ArcCas| folgt- 
3ur @rmUl€lung bon aud bm @ieic|iungmi folgt oud 

=8—2 y l'VCüst/' — Cos« ] 'Dam üuö 

Öx^ a rSin^'d^t — 2 j/gr • Sin y • ^ Cos <3p — Cos a 
unb biaoud 

e^Xt = 2g[2Cos^y — Sin^ — 2CosaCos^J 
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ititi> toki Wefer iBSert^ l^em 2g ^^^J^^ gleid^ gefegt, 
fo folgt: ^ ^ 

P « [3Co8^ * 2 Cosa] • q , 

ober, mmi auö kr ®Ieiä;una « 4gr(Cosy — Cos«); 



4g^ für Cos y — Cosa eingefu^irt mrb, 

P — :r-^ Hh qCo89 # 

2gr IT-'. 

t^elc^ed Otefuftat aud ber d^rle^ung t)on q unb ou^ $• 83. 
au(| unmittelbarer unb leicf^ter l^ertorge^t 

2)ie 0?cfultafe ber Stuflöfung fuib i^eamac^: 
V» 4gr (Cos 9 — Cosa) , 

P » + «Cosy unb bae annd^ernbe 



- ArcCos^ • 
2g « 

aud.«e*terem fWgt, für y « 0, t - 5 • un^ für 

9> » ^a, alfo ßir bie 3(it T eined ganaen @4^u>unged 

alfd unobl^gig )90r 9, fo baf , loenn « nur ftein i^, jeber 
6cl^n>ung, n)enn mtd^ a immer Heiner tt)erben foUte, bod^ im* 
mcr.bkfdbe 3^i^bauer erforbert. SBirb r ^cnaxi gcmcffen, T 
burdb eine fd^arfe Seobad^tung ermitteU, fo ge^t bann au^ ber 
legten formet ber in §. 66. für g angegebene fßextf) l&ert)ör. 

©CK ein einfac^^eö Wentel, \mm bic ß(ct?ation « unter 
15^ ißi genau au jebem @(^u>ung eine @ecunbe gebrau(|>en, 
fe muf 2g 

b* 1^. aiemlid^ genau bie Sänge ))on 3 Snp 2 3oK ^aben. 

11* 
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V. 

S^tlftnbt $Stf»tfmnft htt Staffelt um ftftt 
3l^feti* SOlPtttetit (er Ztägi^eit 

i 85. 

5luf einer j^orijonfaTen (S6enc fei eine matf)emaHfci^e 
Sinte AB, ol^ne oUe «^inbentife, um A, M fefl gebadS^ten 
5Uinft, brel^bar, fo baß, iihhii biefe SDrching eintritt, jeber - 
!pimft biefer ^inie (A aufgenommen) einen jireiebogen in bie^ 
fer @6^e befd^reibeit n)irb. 3n sn)ei fünften 0, D biefer £inte 
tt?irb: entWeber in bem einen C, ein SRöjfen^ (Clement m 
®ek\)idf)t q, ober in bem anbern D ein 9)?affen* Clement m' 
))om @ett)i€|)t q' befeßtgt, fo ba|l in iebem ber Reiben %äUt 
ba^ angeJrad^fe ®ml^t »on ber feft 9ebad()tcn, l^orijotttaTen 
ßOene getragen it)irb, flffo !Irmf unb ©egenbrucf im @fcid^* ^ 
9en)i€^t finb. SSJenn nun in irgenb einem anberti $unh £ 
biefer (of^ne SWaffe unb ol^ne ®en>id^t benfenben) Önle AB, 
j^orijontal eine ftetige Äraft P normal auf AB n)irft unb Zxc^ 
Ifung um A ^en>orruft, fo foK biejenige 3te(ation gn)ifc|^eu AC, 
AI), q unb q' (ober m unb m') ermittelt toerben, für ttoeld^e 
bte Sinie AB benfelben SfÖinfet cp in iriicnb einer ^dt % 
(efcf^reibt, mag m in C ober m' in D angebrad^i fein, unb 
svoar erfiena ol^ne SUMfi^t auf ben Sßiberfianb ber Sleibung 
auf ber GBcne^ jn^eitenö mit 9tücffid[)t auf benfeI6em 

i. aSBirb AG bur(| a, AD burcf^ a' unb AB burd^ b he* 

aeidS)net, fo ift, mm nur m in C angcluadjt i\t, im 

Pb 

einix)irfung »Ott P auf C rebucirt, — — unb olfo, in 

a 

Pb 

a3eiie()ung auf bie ftetige eintt>irfung öon — auf bie 
2}taffe m x>om ®ett>icl;t q, bie eatf^red^enbe Sefd^leunt* 
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- - T (§. 79.), ba^cr ö'si » 2T morau^, 
mü t unb s augUi^ anfangen 

Ph 

s « T. « g^.t^ folflt 
3P a^er, nur mMn D angeBrad&t, fo fofo^t, toenn 

ieaei^net, eten fo: 

, Pb 
® a q' 

SBet( nun (eibe Aretotügen s unb benfeffien aßinfd 

q ciitfprcd)cn fcWen, b. ^). mii in hntcn gaUen, mag 
m in C ober m' in D angebradj^t fein, biefelbe ^in# 
felgcfd^winbigfeit gleidE^aritig flattftnben foU, fo enU \ 
flcljt, \\)mn in bic erflc ®Icid;unij ar/:, für s, in He 
anleite für gefe^, jebe^mal (p enttoicfelt, unt büU 
9tefuUate 9(eid[)9cfe(t n)erben, bie 9eblngungd«®(eid^ung: 

a" <j = a q 

ober auc() nad^ §. 67* 

a*»in «= a'*-m' • 

3)iefe -iJSrobufte a^m, a'^-m' nennt man 2:räg^eitö^ 
äXomente, unb ifl alfo für bie entfiel^enbe 2>rel^ung gana 
einerfet ob eine üRaffc m in bcr C^'ntfcrnung a ober eine an* 
bcre SWaffe m' in ber ^nfernung a' i)cn ber 2/re^ad)fe (ober 
Iiier ben 2)rel^)>unf0 angebradj^t n)irb, iDenn nur bie Sragl^eit^^ 
SRomenee Wber SK äffen einanber gleich finb, 3ft bal^r eine 
SJ^iiffe III in ber Entfernung a 'von ber ü)re]^ad()fe, »or^anben, 
fo fann man bafur in ber gegebenen (Snifernung b oon ber«* 
fetten eine anbere (gcfuc^^te) 9Äaffe x fld^ angebradj^t benfen, 

a^ m 

»enn man nur x = — nimmt, unb man nennt biep: (eben 

fo n>ie in ber @tatif bei ben Ardfiten) bod ätebuciren eined 

ÜRaffen*eiemcntö auö tiucm 5)3unft auf einen anberm 
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2. 9Rtt Mä^x^t auf ben ^t^mtfi^mHtjjtaxA ergiebt fi^ 
eben fo: 

Pb 

— 

S = tty = g — ^ 

Pb 

s' = a'y = 9 — ^ — 

«nb bann auö i)er ®(cid()fctuiig ber beibcn für cp jid& er^ 
gebenben ^Skttf^t bie S3ebmdun90^@iä(^und; 

tt)el(|ie mt in bem galT, n>enn fi mu 0 ift, in bie 
a*m « a^m' t16crgcl)t, für leben 3a^|Iett»erti »on fi 

aber eine ganj andere Sebingung auöt)i:ürft, 
erl^ettet, baf ba^ in 1, ern>Ä^ntc »ebuciren einer 
aWaffc nur in bem %aU gebraudf^t merben borf, 

n?o au6 bem ß5tnvidu tiefer Ma\\c hin 9ttu 
bung^tt>ibcrßanb entf))ringt 

$. 86. 

Sefimmung be^ SDUmentcö bcr iracj^eit cine^ ilbrj>cr^ in 
^e^ief^ung auf ünt gegebene I>ret^a(I)fe. 

^c5ind)net m ein 3}^affen^^fcninu bcö ^löipcrö unb be* 
ßnbet fi^ baffelbe in ber (Snifernung r mi ber S)rer)a(iE)fe, fo 
bof bad Wtmmi bcr Sräg^rit beffetteii « m r« ober, »cim 
mau lic(>er mit (^cUMd;ten xcd)\\ct, = q-r^ ift, unter q ba« 
®ewict)t biefe^ ßlementö »erftaui)en, [o ift bie Summe affer 
biefer i)jrobucte für fdmmtUd^e im gatiaeit Mtptt l^ert^eiUen 
2Äaffen*(ifemenie, u^oba, im 5inQcmcinen, r für jebe^ (SUmtnt 
einen anbern 2ßerl^ l}at, Qkid) bem SÄoment ber iXia.jljeit 
beO ganaett M^dr)^erd, unb bapbe ba^er burd^ £ (q-rO 
gebrä(ft Um nun bicfe @umme beflimiiifii, tod^ mm 
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toct auf einander normale (bcAmaUsi^M^m X, Z, Uc 
eine berfctten ohtt, tma Z, mit ber ^xeljad^ft aufammenfol« 
fenb, unb benfc ftd^, tt>mn F,, . = 0 bie gegebene ©leidjiung 
für bie ben ^r^^er begrcnaenbe iläd^ iß, tmler z' einen 
DerAnberU^en Sl^eil t»on z unb nnter p bod 9ttoi^t etne^ 
Subicfu^e^ bcr ajfaterie t)cö ,^6riirTö, fo tfl für baö SWaffcn^ 
Clement ))om Sni^aÜ dx -dy^dz' unb üpm @emc^t p-dx- dy-dz', 
b<i6 Ouabral ber (Emfemung beffeiben )>on ber S)rel^ad^fe ober 
t)on Z, gleid^ x'-f-y'i folglidf^ 

p-dx«dy -3'[Cx'-f-y')dz'j öber 

p .dxi dy (X» -f. y*)/l • dz' 

ittjifd^n ben ©renken nad^ z gcnonumn, tt)dd()C bie ©ejiaft 
ober 9egrdn)ttnB6p(|^e be^ £dr))er^ beftimmti bad äRoment 
ber Sragl^ett M mit Z ))araire{en 6l4bd^en0 ober $ri^ma^ 
»om iDuerfd^nüt dx dy; bann ijl 

p dx . y*) d y / dz'J ober 

pdx./(x»+y*)(/dzOdy 

jn^ifd^en benen burdj^ bie gorm beö ,Äöri)erö beftimmten con* 
lianten ober loerdnberlul^en ®renatoert^n t)on y genommen, 

bad SÄoment ber 3:rdg^eit ber <B<!^xä)t im ,^or^Hi i^on ber 
%idt dx, mi^^ in ber conftant gebadeten ßmfeniung x pa^ 
raOei mit ber (Sbene YZ liegt, unb enbUd^ 

p.^[/ [(X» y') . ( / dz'j (I yj dx] ober 

V/LJ Lex' r) U d^O dy] dx] , 
ebenfaffö ^loifd^en ben erforberlidj^en @ren}en >wn x genommen, 
ober füi'^a tüxd} einen Sitbtil;oUmg^-ßjr)>onenten au^gebrürft 

/V*-f-y*)dz'dydx 

bad miangte 3)?cment ber irraoT}cit bcö ganjen Ä^rjJer^. 
8ör mand^e £dr|>er in^befonbere für Umbre]^ung«!5rt>er, n>enn 
ba^ äWoment i^rer fErögl^eit in 33ejie]^ung auf bie 5(df)fe be* 
{iimmt loerben foU, um n^etd^e |(cb bic &m, bie ben SUxpn 
crieugte^ gebrel^t l^t, i$ ea bequemer, benfetten aU nu^ lauter 
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moteckttm Si^Unbermänteliii tiefer St<|»fe }ugel{fdTi0i bt^tffeatf }tt 
(etrad^en. 3n an))em %äUin Um e0 @r(eid^tenittg gcn)d^ 
• ten bm ^örl^er aiö eine 8umme ober !l)iffcrati jmeier ober 
»e^rer atibem )tt (drad^Un. (Sine aagemeitK (Srieic|tenmg 
cnt^4ß ber foljjenbe ^atagra))^. 

f 87. 

Segei^net W ba6, old gefitttben »oraudgefe^te, SRoment 

i)cv :Xvai]f)c[t eincö jlcr^^crö, bcffcn (^cmidf^t = 0 iP, in 
aie^ung auf imc 2)rel^ad)fe Z bic burd^ bcn 6c|)tt)erj>ttttft 
biefe^ Mötptt^ gel^t, fo ift für iebe in ber Entfernung a mit 
Z ^HiraKcIe JTrcTmdbfe 7/, tao i^uMUcut btr XxäQ^)cit W bcf* 
feigen Ä()r))erö = W + 0 

9en>eid. äSä^It man ben Slnfang6)>unft 0 ber Soori» 
bfnflten Beliebig in Z, bie (?oorbinaten*5rd{)fe X in ber 65ene 
biird^ Z unb Z' unb 6ejeic^nct baö ®ett)id^t jebeö 9J?affeii:? 
Elemente burd^ q, fo bcifl alfo ^^(q) » Q unb nad^ ber Se^re 
t>om 6(^^»er^>unft 2'(qx) =» 0 ip, meiPbet Sd^wer^junft be« ^ 
ÄJrperö in Z liegt, fo l^at man W = -2"[q(x'-i- y-;] unb 
tDenn a unb x \>on 0 ab, in einerlei %idiftung genommen, 
voraudgefc^t voerben, 

W = 2^[q[(dba=px)^ + y']] 

» 2[q(x"-«-y')]-f-a»2(q)-2a2(qx) 

ober 

9eif)>ie(e, in toetcl^en fämmtüd^ bad ®en>{d^t eined (Subif« 

fiipc^ ber 5Jtateric tcö ^uipcr6, a(ö Ciinö angenommen unb 
ba0 aSoIumen burd) V anögebriicft i(i, fo bap olfo V aud^ 
augleid^ bad @ekoid^t be^eid^net 

'1. Xa^ 3)ioment ber S^räg^ieit W eineö normalen ^ßaral* 
U(evit>ebumd loon ben Slbmegungen 2 a, 2 b unb 2 c in 



Digitized by Google 



Segie^un^ auf etne 2>fc^a#e gu U^lbmm, n>f(^e in 
ber (Sntfernung d mit ber ^aiite 2c ^joraUel läuft. 

SMtt man ßd^ burc^ ben @<j^mer)>unft btd a(6 l^o# 
mögen angcfe^encn Jtdr))er6 eine fDre]^ad()fe ))araDe( mit 
2c unb burcJ) ttu 3:hmcr>)unft ^)arallc(e (S6enen mit 
ben @eiten'ä6enen bc^ ^orperö ^dt^, fo teilen fie 
benfetten in a^t eongruente Steile, {eben t^on ben 96« 
meffungcn a, b, c unb für jeben btefer ^T^eife if^, b, 
c al0 ble eoorfinaten«8(dS)fen X, Y, Z ^mä^it, in 
aie^ting auf bie £ante c a(a S)re§ad^fe, bad äRoment 
bcr SriSö^cit 

alfo ba^ bed ganzen &ox)ßM 

= V — - — 3 rnib ba^er 

W = v•[!^±^^.dJ. 

2. S)ad SKoment ber Ztäfjf^^ eine^ normafen (Si^Knbera 

»on beu Sl()mcf|unj]cn r, h tn ©ejiel^un^ auf feine 
$(c^fe h ate S)re^aci;fe, entließt, kpenn x einen t)eränber« 
Heften 3!f|ei( )>on r be^ei^net 

2' 

fo bap man jid^ alfo .j^alfte ^a|[c im 2)iantc( 
bee S^Iinberd ))orßeUen fann. 
3P ber QnflbAtt f)t>\)l, ber »^albmeffer ber ^ö^lung 

« fo iDirt W » |«h[r*-e*]- 

3. gür einen normalen Sic^d mx ben ^^Oiueffungen r, h 
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170 «tnaliftifftic a^lf^anir. 87, 88. 

in m^fOßtii auf ffbte «dj^fc h 0$ SDrc^ocMe, pnbct 

ftd[^ eben fo 

4. SÄT eine ilugcl jum ^aI6mcf[cr r in Bejie^un^ auf 

W « V.|r\ 
5 



VI. 

ipetttt dQe (Elemente einet 9Jlaffe in :patallclen 
SHid^ttttigen gleici^ieitis einerlei &ti^i»i»bi^ 

feit l^albeii« 

88. 

^Uib ein ^Unper burd) eine Mraft p (ctttja fein ci^ene6 
®ett?id^t) n?e(($e burc^ fernen S4|tt)eri)unU gericf)tet i|l, ober 
burd^ glei(|^e Gräfte Unn Summe » p ifl, in aEen feinen 
5ltomen 'ocxthcilt, uub uad; hvidbcu :)Jid)tun9 n?irfenb, ergriff» 
fen, unb cm ^ii^iberflanb t)erm(^tet baö beginnen ber burd^ 
Uefe £raft (eai^fi^^tigten 9ei9^ung biefe^ ^diyer^, fo nannir 
len tt)ir Ue ßiniDirfung fo n>{e bie i^r gteid^e ©egenmirfung 
ten 2)xud; ifl aber ber Ä5ri>er id)on in ^ettjc^ung unb 
Mafien aQe Sltome bep6en, olfo oud^ ber ^mtpmät in 
einerlei Sid^hmö, eine unb biefelBe ©cfcJ^ujinbigfeit, unb tritt 
mm bicfer ,^or))er mit fcf)üii begonnener SSei^egung, einen 
äBiberflanb koeld^er biefe IBen)egttng gana ober ^um ä^l^eil auf« 
]&c6t, fo i»iib biefe aSBicbmg fc^ €top genannt 8&r bm 
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!S>mi untAe M ^nb att QHnffrit gmAl^tti »Ott ber Süti' 

l^eü htn @top l^anbeU ber folget^ ißatagra))]^. 

§. 89. 

«^aben ju 6nbe irgent) einer 3rft I, ölfo n)d^renb bcr 
dett d% aUt atome filier äKof^, tia^ )>arane(ett diicl^tititgnt 
einerlei ©efc^minbigfeit v, unb bcgcid^net p ben ©tof ml^tx 
jebem 5(tcm, a>enn er rul^cnb tt)iire, burc^ einmalige ®ntt>ir* 
fitiig biefe @cfcl^mnbigfett v eft^etleiti pber etttgegengefe^t alt« 
gebiad^t, fie »emidS^ten njürbe, trenn jie fd^on fiatt pnbet, fo 
brürft p ^UQki<^ bie SBirfung ober bcn @top au^, »eld^en 
ber 9Um mif einen feflen Sßiberflanb ausüben tt)irb* 9eaei(|M 
net nnn bie 9Raffe unb n bie STnial^I ber 9tame in ber 
ÜRaffcn^ein^eit, fo ift Mnp ber Stop ober bie ®röpe ber 
Setregitng ber ganzen äRaffe M, a(|o trenn biefer burd^ 
P <magebrfi<ft n>{rb, P Mnp. Se^iel^en ftd^ nun p', 
v', P' ekn fo auf einanber, mtc JVI, p, v, fo ifl ebenfalls 
« M' n p' unb \oi^i\^ P : P' « Mp : M'p'. m i\t 
ober V eben fo bie ffiitfung ber Urfad^e p' n>ie v bie SSür« 
fimg ber Ui|ad>e ober Sixa\i p unter burd>auö gleidjen Um^^ 
^änben i^, folgiid; ba bie ^irfungen ben einzigen d)lQ$^b 
fix bie Urfoclen geben^ p : p' » y : V unb obige i^dpou 
tion ö?irb bol^er folgenbe: 

P : P' = Mv : M'v', 

«ber aud^ totoxt q, bie ®etoid^te ber SKoffen M, IT au^ 

brücfcu, fo bap q = 2gM; q' = 2gM' i% 

P : P' qv : qS'. 

Sßö^U man mm ben V a(d ein^eü me((|en eine SKaffe 

M' «» 1 mit ber ©efc^irinbigfeit v' « 1 (ein gnf) ougüW, 
fo l^at man P = Mv fold[;c ©toß^(Jinl)eiteni mirb aber ber 
€tof P' a(d (Einheit getoAl^tt t»el(^ eine SWaffe M' beren 
©etpi^t q" 1 (ein $funb) unb beren ®efd^n)inbigMt i« 1 
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i% coMii, fo f)at turnt P qv fo(d^ &c^9bfifyeUm, loeCd^ 

ßin^eit fiuiltd; cm Stoj^- 'l^fuiib o^"^^^"^ tt?erbm fann. 
SBirb le^terc (^in^eit, bequcnur für bie djed)nun9, 5ei5e^ 
galten, fo ifl bann fflr eine SKaffe M t)om ®en>idE^t q, n>enn 
al(c il^re 5ltome fn einerlei ^id^tung bic ®cfc{)a>inbi9feit v 
l^aku, in 6tü^^tu"bcn v^crfianben, qv bie ®r6fe ber Se* 
tDegung ober ber @tofl, tvel^en biefe SKaffe. auf einen 
SBiberjlanb ausüben iinrb, ober: bie Äraft alö Stoß n)e(d^e 
im ©d^toer<)unft biefer SDtajfe, loenn fie in 9lu]^e Jodre, 
nad^ berfeiben ätic^^tnng angefitad^t n)efben mtifite, um berfeU 
(en augenMtcfHc^, b. l^. burd^ einmalige^ Sinmirfen biefe ®t* 
fd^toinbigfeit v mitäut()eilen, ober md): bie ,Äraft al^ Stoß 
n)e(d^e biefer mit ber @efc^u>inbigfeit v anfommenben äRaffe in 
il^ren ®d^n>er^>unft, bireft entgcgencjefeftt' »erben milßte, um 
augenHicflid; biefe Setregung t)ernid)ten. iöcfrcmbcu faim 
ee» atferbingd ben ^(nfänger, n>enn ^. IB. bei ber Säetoegung 
einer SRajfe auf einer horizontalen @6enc, m bad ©etoid^t 
berfclben in jcbem ^fiu]cnb(tcf burdf) ben JÖiberftanb ber (£6cne 
aufgehoben, alfo aie gar nic^t ejriftirenb on^ufel^en ift, ben^ 
noch baffelbe aM bie ®rdfie beö €to$eö mit Beflimmenb erfc^eint, 
obgleich nid>t bief Q^micht, foui^cm niu bic 3JuUvje ber in 
Bewegung bejtnbiic^en ^üiomc, b. 1^. bie SKaffe bie 2}äturfad)e 
iß, unb in biefer <&infid^t ber @to^ beaeic^nenber burc^ Mv 
aik^gebrücft tödre. S3iiuif|14>tigt mein aber, baß beim ©cbrauc]^ 
beö 5iuesbniif^^ qv, ber gactor q mir al^ ''Mitki iii Sefiim- 
mung be^ ®tof eö nid^t atö bie Urfad^e feibfl betrad^ten iß, 
fo mfc|)n>inbet,' ivaö befremben fonnte. 

gür Unterfud^ungen in 33eaiel)ung auf bie aUgemeinc 
üttraftiondfraß ber t^immetöf^rt>er unter einanber iß ed übri^ 
gend bequemer mit SRaffen, für tlnterfudt)ungen bei Äräften 
auf ber Oberflädfje unferer (5rbe aber, mit $funDcn p rechnen. 

^ad mechanifc^e äRoment (fo toie ed in ber ®tatit ^eim 
$rinai)) von ben t>irtuel(en ©efd^minbigfeito att. bad $robit€t 
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0116 ber straft in <ittflniHi(f(id^ (Stf^winUfjttÜ bc« t>0n 

tfir ergrifft ucn f^utifte^, eingeführt tft) eineci 8toM qv, a!fo 

t>9tt ber 9Raffe M unb bcm @m\^ q fär ben KugenMitf Ivo 

bie @efcf;tt)mbigfdt = v ift, ^caannt 

:J §. 90. 

^n^Ui^ün^ »on JDrud unb @Ufl* 

SBirb ein ^iör))er i)on ber ''Ma\\c M unb bem ®e\t)id)t q 
burdjl eine £taß ^ott p $funben gegen eine feße i9ti)xt^tt 
fSianh gebrüiff, fo n>irb, toenn (n)ad n^o^I and^ in ber Siegel 
. tniUiiuj bic SBanb aud^ nur um unenbffd^ ivenig nacbgiebt, 
alfo einen (Stnbrucf erleidet, unb biefe Surüctoeii^ung in dt* 
fofg ber erften ffiirfung 'oon p burd^ dv Bejeid^net tt)irb, ber 
iDrurf p alö ein Stop crfcbcincn, unb babcr aiwb = Mdv 
@topein|)eiten, ober = q*dv @iop^funt) ^u (e^en fein, äßenn 
bal^er, ber JtArje u>egen ein 2)ru(ft>^nb burd^ bie €topein' 
l^eit, it>enn mit il^iaifcn gercd)nct n>irb, bnrdf) S, baö <Btop 
))funb aber burc^ II au^gebrücft ^irb, |o ^at mau pH s Mdv2? 

ober = qdvüj ober nad^ §. 66., 2Gdt für dv unb für 

6 gefett pH = M-2g^dt-5j ober = q.2g^dt77, alfo 

Well 2gM « q i% (§. 67.) pH » pdt-T ober « 2gpdtir 

worauf, mmx mit p biijibiit i\t, folgt: 

H ^ 2: a dt : 1 fo toie aud^ 
H ; // = 2gdt : 1, 

& gelft ll^iermia ^enoor baf S>ru(f unb @tofl in enblid^en 

3af)(en nie i)ergleid()bar fmb unb bap jcber 3)ru(f in SSergleic^ 
)u einem 6top unenblidj) Hein ip. 3n ber SirfUcfefeit finbet 
ätrigend fein S)md fiott, toeld^em ntc|^t ein @tof ))prangeH 
unb ieber .@tof, mnn er aud^ nod^ fo fur^e 3^ bouert, ge^t 
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in einen iDnttf A(er. ißenn eine iewegenbe SMU obet 

ein 2)ntcf, ©. baö ®cun4)r q einer Waffe auf eine 
onbere SKaffe M' t>m @e!m^ q' toitU, fo btixa^^ man, 
um ade itrdfte, fot^o^I ble l^emrMngenbcn, ott bie l^or^ 
gebrad^ten, in t^erfclbcn ffinfieit (tuöoici:riutt 311 erl^aften, ben 
2)ru(l old eine unent^lid^ Heine (^röße ^er ^eu^egung, ^. 
M einen unenUid^ Reinen , nimmt aifo nic^l ben S)ru(f 
q fonbem ben Stop qdv unb briicft nun aUce in ber 6toß^r 
ein^iit am, ober umgefel^rt. 2Bäre 3. S3. baö ©ek^id^t ber 
äRaffe bur4» itgenb eine ®egenn>irfung fortbanemb auf^ 
gel^oben, unb man legte quf biefe SKaffe (mit ber @efd^n?ttt* 
btgfeit 0, itenn e6 m5glid& tt>cire) bic ^^)la\\t M üom ®eandf)t 
q, fo Witt, aKe^ in ber @tof einl^eit au^gebrüA (nad^ 68.) 

man gleid^ ajicö in ber 2)rutfein^eit genommen. Statt ^ . 
fann <m^ fiXiP »erben. 

§. 91. 

1. fflirfen auf ^Wei i^cifci)icDene rul^enbe SKajfett mx ben 
®ett>icj>ten q, q' gleid^e conflante Prüfte, jebe = fte^ 
tig in 6(ei6enber 9ü(|itung, fo finb au 6nbe einer unb 
berfelben 3eit t bie ©rößen ber Setoegung ober 
bie 6töpe bcrfelben einanber glei4). 

^at q am <£nbe ber äcü t bie ©efdftioinbigfeit 
(f bie v' erlangt, fo folgt nad^ §. 69. 

unb and beiben 0(eid()ungen gel^t 

qv =s q'v' fogleid^ ^eroor. . 
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2* SSBirfm auf amci ^^xAm nt^be Staffen bm 

®e\t)ic^)tcn q, glcidj)^ conftante ^ilfite, jebe » p fo 
finb nocl^ S)uTd^iaufttitg gieic^er Sßege s, bie Ubetu 
bigen ArAfte betfrfben emoiiber gletd^. 

t^at q md) !Durd)laufuncj beö SSegö s, bie @efc§tt>m* 
bigteit bie c' erlangt, fo nac^ 69« 



(Srßend f&r ben Sott, mwx bie äRaterien beiber utteloir 
ftifd) ober t^oHforniiteti 1^ finb, alfo burd^ ben ®to^ i^re 

<^at bie eine ^gel bie ©efd^kuinbigfeit v imb ifl i^re 
9Rafe = M, il^r ®€tf^i^t » tmb beaei^nen bei ber onbem 

V, M\ (f baffelbe, fo ift bie Summe ber 33en>egimg6i?ermoöett 
beiber qv-i-q;'v'. 3ft nun v' größer alö fo bauert i>ie 
(S{nn)iYfung bet SRaffe W auf bieM fo lange bid beibe dner^r 
lei ©efd^tt^inbigfeit x l^abcn; an S3ciDc^un^öüermcßcn geljt 
aber ^Jiid^i^ verloren, benn M' mütxt, gcit^mnt M. (Sö 
{|i alfo bad Seioegung^t)ermdgen nad^ bem @tof (q+q^)! 
no4) |ö 0^<>f f bie Summe ber SettJegungöüermogcn 
beiber Staffen, s^or bem Slop, unb au^ ber ©(ei^ife^ung folgt 




c'q =» c'^.q' folgt^ 



§. 92. 




^at M bireft 



entgegengehest, bie @ef4in)inbigfett v, fo n>irb 



- MV-Mv 
*" M'-fM • 
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3n>e{tetid fEhr Un %aU \mn Me 9)taicricti (eibor t^oO« 

fommcTt claftifcf) finb, nffo i()re bitrd) bcn <Stop ^ertorcne 
gorm ougcn^iidlic^ mit t)er)€lb€n (^eipaU mc^ex l)tx^tüm, 
n>cl<|e crforberti«^ mr, fie dnbcnt 

S3ti Dcrfefben ©ebeiihmi] bcr f^abm nadb hems 

Wgter (Sinn^irfung, cl)e bie ©egcnunrhing bur* aöiebw^cr* 
fieKung ber gorm Ibegintit, beibe äKajfm bie ©efd^toittbtafeit 

X = ^r^^-, unb M' fyit dfo «tt ®efd^lt>mbi8Wt »erio-r 

Ten v'^x^ M gen>onnen x^v^ burci^ SBUberj^erßenimg ber 
®eflatt t)Ott M wKert M' abermals V — x «nb burd^ (Snteue« 

rung ber ©efialt mi M' getvinnt M nod(^ einmal x — v, unb 
cd bal^er SSeenbigung ber äBirfung unb ©egeitkoirfimg, 
bie tjerlaitgte ®efd^tt)inbigfeit »on M' gtcid) y «nb bie boit M 

glcicl) z ßcfclU, y = v' — 2(v' — x)^ z = y-h2Cx — v) ober, 
ben äBert^ für x fubfiUuirt, 

M'v^ + M(2v~ vQ 
My-hM^(2v^-v) 
Diuljt M, ift alfo V = fo entfle^it 



unb tomn M' M ift y Oj z «■ v\ 

,^at M bie ©ef4)annbi(jfeU v bireft entgegengefe^t, fo tvirb 

M'y'-M(2v + v0 

_ -Mv + M^(2v^Hhv) 

tmb ifi M » M', {0 folgt 
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tcu aUgcmeinen gormcln plr y unb z gtl;i aud^ 

«— y « v'— vj 

b, 2)ifiercna ber ©cfd^minWgfeiten Wcttt tmüeränbertj unb 

M -H Mz« = M'y'^ -f Mv' 5 

b. 1^ bie eumme ber (ebftibigen ^rAfite ijl m tm ^0 
grop mc nad^ bem Stop» 



m^mtint» 4Befe# für He Setneguiid fefiet 

^at eine ä)?atTe M t?om @ctt)idS)t q butd^ futicic (Sintoix* 
fimg m eleid^en «räfieni in aOett i^rm Atomen nac^ ^araKe" 
lert dii^tm^m, ober bmd^ bic Stimme bfefer Äräfte fan 
®df)n)erpunft tjoii M berfel^en Siic^tun^ mxki\t>, ju ^nbe 
irgenb etwer Seit t bie ©efd^ioinbigreit v alongt, fo brutft dv 
ben 3utt>ad&« an ©efc^ttjinbtflWl: im folgenben «ugenbliil dl 
ouö, unb iji, mm p bie Äraft tcjcic^net, m\<^c mm M 
In toäu, burdj eiitmaliged SBirfcn, alfo in ber äüt dt, 
biefe ®ef<|n>ittbt9Wt dv att «nfönaagefd^minbiflfeit ^er^w^ 
rufen tt>ürbe imä) f 66. unb 680 

dv = 2g^dt, alfo p = ^avt « M8v, ♦ 

Sürbe alfo »om ^nbe 3eit t ab, biefcr SKaffe bie 
Äraft p « MÖY„ lüetig im (5(^n>erj)unft berfe(6en i^irfcnb, 
bireft entgegengefeW, fo tvÄrbe bie s« 3eit t bcfte. 

l^enbe ®efdjn?ittb(gFeit v nid^t weiter antt)adS)fen, alfo bie »e» 
»egung »Ott biefem «(ugeni)iitl. an, in <ine conjiante üba^c^e«* 

12 
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MnoHpiilä^t ÜRfd^nfr. {. 93, 94. 



Sinb böiger mehrere Staffen -(Elemente m', m" ii. f. in 
tixum lofen ober feflcn &^^m in SSerbinbungi iDirfm ßettge 
Sttä^t auf bod gan^e S^flem uitb l^alm biefe QfcmettU tu 
©nbc ber Bcit t bie ©efcMinnt^infciten v', fo mirb, 

koenn in iebem Uxiübm b^it^i^ nun bie Jträ^e rndTt, 
m'dVt, m'^dv^'t .... ber beflel^eitben SetDegung birdft etttge» 
gengcfe^t angcbrad^t tt)erben, bie ©cn^cc^unc; feine fernere ^cn^ 
bemng erleiben, alfo bie ®efd)annbiöfaten v, v''.... itn* 
mdnbert bleiben, b* 1^. ed totrb baburc^, bof man biefe SttäfU 
möv,, m'Öv',, m"8Vt...., n^elc^e bie Verlorenen Gräfte 
genannt werben, jid^ am (^nbe ber 3<^i^ *r ald entgcgcngefe^t- 
tl^&tiQ l^inp benft, ein (B(eid|getDi#t gtDifcl^en allen 
Äräften eintreten. 2)iefe »on b'§(tembert aufgehellte 
(id^t rebucirt bie ^uflofung aUer ^lufgaben ber ^ed[)anif auf . 
bie einfa<l^ ®efe^e ber Statit, unb ifi fomit ala ba6 @mb^ 
?Ptrinjl^) ber SRed^anif anjufefien, ttJoburd[) äffe Aufgaben ber# 
felbcn (alfo aud^ bie bi0i)erigen) auf bem fürieften äßege ü^re 
Kuflofung finben. 9bte biefen ßotifclien ®iei(|iitttgen ergeben 
fidj^ bann aud^, otifier ben Sergleid^ungen ^tüifd^en s, I ttnb ▼ 
für ieben 5Punft be6 S^jlem^, nod^ bie 2>rucfe in bemfel^en, 
fo tote fie am Snbe ber geio&^Uen ßtit t fid^ 4n|iem. 2)ie 
folgenben Aufgaben entl^Üen einige tintoenbmigm biefe^ b*9« 
(embert[4/en ^rin^i^^. 

tl tt f g a b e* 

(Sine Sette (normaler Si^Unber) loon bur^^aud l^omogener 
SRaterie ift um i^re l^oriaontale fefle 9(d^fe (a(a mat^ematifd^ 

Siuic gctadf)t) o^ne olle .^inbenuff^ bre^bar. 5Im ^b^mift B 
i^rcd i)oriiontalen S)urc|^mefferd AB (gig. 23.) J^änge an einem 
um bie SBetKe gelegten Sfaben, ber ol^ne 3>i<fe unb geioid^tiod 

gebadet ifl, ein ®en>id^t q lot6rt\i;t fierab, unb erzeuge treljenbe 
ääewegung ber äBelie um i^re fejlge^tene ^c^fe. ^ 2)ie 
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fe^c bcT cruftc^cnben Scnjepttg, fo n?ie axid) bcn Drucf auf 
tie ^ci;fe itnb feine äUd^tung |u ieber 3^ii &u (efiimmen. 

Seaetd^nct r teil ^ottnteffer ber ffieUe; a i^re iinqt, 
W if|r ®ctt>idS)t; w baö ÖJcun.^t {eber ©ubic^(Sm^eit ibrcr 
äDlaUrie^ y ben 2)ru(f auf bie ^d^fe, a(fo aud^ ben Segetu 
bntif ber fte l^ottenbeti Aroft; s bett VMA i^rer SRtd^tung 
mit bem ^oxi^ontj uiit» bcnft man \id), bem $ülar^2ßinfel 93 
unb bem fRahine^fSätox x jugel^örig, ein dement ber äBeUe, 
«»om CUierf(|^nUt dx-xd^ unb ber ^&n^ tt, mürbe, loemt 

Kürlauf \>on t ©ccunben, ber gaben bie Ocfd^tDinbigfeit v 
erlangt unb ben SBeg s burd^Ioufen l^at, in biefem ^ugenbiid 

ba^ enodl^nte (Siement bie ©efc^minbigfeit --v befi^en, a(fo 

in bem fotgenben ^ugenbU(! dt eine Jtraft p getDinnen^ tt)el<|e 
fidft ou^ ber ®Iei(i^ung 

£dv«2g:5 j^- — dt 

P « ~ a^t x*-dx.d^ . 

Semi^tet man tnm biefen JtraftsittDad^ iDor Seginn ber 5^ 

dt, bringt alfo, erUgegengefefet , bie verlorene Äraft p an uub 

»ernid^tet eben fo ben ^IraftaUiDac^ö i^on q, mmüi gg^^» 

bitrd[^ fingirte Anbringung biefer Jtrafit in ber entgegeneefe^ten 
9tic|)tungf fo ftnb am (Snbe ber ßcit alfo ^ox beginn bed 

S(ugenWi^0 dt, folgeube ^rdfte 2;(p), q-^ ÖVt, W, unb y 

im @(eid^geli)icl^t 

?Proicirt man biefefben bann auf bie horizontale AB 
unb auf bie ^tttMt, fo entfielen, nad^ ben brei @(eid^gen)ic(^ 
Sebingungen für ArAfite in einer Qbene, bie Steid^ungen: 

1) <^(pSin9) + yCosz a 0 j 
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^tm, M iebcm 6ummenir3eid^m W Gwmt t>€rßanben 
tt)irb, n)e[d)e bie Slufflübe .benimmt, tiÄmHd^" awif^en beit ©reiu 
r unb 0 nad^ x, tmb ^^mic^m ben ©reiticn 2j7i uub 0 



«/ r-f 0 

@u6f«fuirt man bitfe iffierfi^e, f* gd^ot oMfle h*i ©W* 
4)uugett äi)e( in 
yCosz 0 ; 

g-ö.v.-(,-i8v.).r-0. 
z » |;r | bie brüte 

unb bann folgt oud ber aio^^^n 
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a>a«'iw«ite dUfuüat Ucftrt^nm 

langt tt>orbcn, fo Utk fid), ba btc SBemegung ^{er offenbar 
eine gkid^förmtg i>etcifUum0te kver^it mup unb Imt Kei^img 
beröcffid^tidt ti>ttirbe, ber SBert^ i^on G fogleid^ unmittcKar oM 
§. 68. unt) §. 87. 33eifpic( 2. crgckn, ir.Dcni bfe auf bcu ga* 
ben rebudrie 3Ka|fe bed (^^^mber^ iW, alfo bie bemegenbe 
jtrafifc'B bo^ ®et9id^t ber bett^egteit SDtaffe q+iW^ 

<^ « g^:;^ ^«»^ ^^^^ - 2G - 2g^^ 

. S( tt f g a l> (« 

JDte Stiifgafce hkihc bie \)orige, nur fei ber gaben feine 
tnat]^emati)c|)e ^ink, fonbern em (5eU, koetc^fe^ m A hegixmi, 
wnb in B anfÄneHcl^, mit ber Hnge b Totl^red^t, l^erab^iangt; 
fein Querfd^nitt entfprecfjc bcm ^palümeiia q; jebe Vangen^-(im^' 
^eit beffelOen i)aac baö @eiinc^)t k, bie centrif4)e innie bejjetten 
aber fet ala biejeniee an^ufe^fen, in ml^tt feine SfRaffe at^ 
t>ereint anaufel^en ifi, unb t-^q n^erbe burc^) r' auögebrüdft, 
bie übrige S3ebeutung ber ^üf^cn hkibc untteränbert (gig. 24). 

SSStrb unter p' bie »em @ei(«>(S(emettt Q^n^i^dtp am 
Sd^ruf ber Seit t, alfo im tift^en SrugenbKdf dt gewonnene 
unb ba^er in entgegengefeftter S^id^tung, üor 53eginn ber 3eit 
dt, ald ongebrad^ betiTenbe/ verlorene «Srafit mflanben, fo 
matt 

k 
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unb cntfief)en, mie im i^ori^eix ^aragroipl^cn, bie brci ®kU 
jungen (p^^Ui^t §. 76.) 

1) 2'[pSm9>]-H2£p'Sm9]-i-yCosz =: 

2) J[pCosg)] -i--S[p'Cosr/] -hW + q-f-(b-i-s)k 

^[q-4-Cb + s)k]|^-ySiii«-0| 

in tt>dd^ctt unter p bev ^(u^brucf ^^ÖYiX*dxdy 
(§• 94.) äu »erjJel^en ift. 66 crgiebt fi^ aBer ^Ut 

2(pSia9) « Oj 2;(pCosy) = 0} 2(px) = 

r'k /* r'k ß 

r<l?'r')-^Öv[«-p]} 

unb bie brei ®((id[)ung(n wo^m bol^: 

^[n-Cos^j8v,-+-yCosz = Oj 
W-^.Smp-8v.+[q+bk+ks][l-^']-ySla»-0; 

«ttd t>ei brittm entft>rin9t, wenn bie att ccnfiant »orau6^ 
gefegte ganae Sange r^wH-b ter centrifd^ «inte W 6<il« 
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« 

mi botin am^, tote in $. 67., bie SSergteid^ung in>if(l^en t 
itnb s, fo tt>{e bfe a^r>ifd^en t unb v folgt. «u6 §. irnb 
87. \)äik fiel?, tt)cÜ tdm dinbmxQ angcnommm ift ber äöcrt^ 
(Ar fogleicf^ unmitteCbar ergeben. 

S93irb nun ber SBert^ für dvi in bie erjle unb )n>eUe 
gefeW, fo (oigt 

yCosÄ » — -^[q-f-kb + ksjj^H-CospJ unb 

ySinz = W+5±i|±i^[(r'«-3-r'Sm J)k+f .QT 

mxoM erlittet, bap z im SHTgememen ein fhim^fer SSHnTet tfl, 

unt) tuicf; (inttt>i(feIuno fidj) bie 23ert^c öon z unb y, fo n)ic 
fie nad^ S)urd[)(aufung be^ SBege^ s fiottfinben kperbeui M 
Sun&ionen t>on s ergeben. 

3ft A in ß angefommen, unb, mt t)oraudge[e^t, bad Seil 
in A befeßigt, fo l^drt bie unterführte 9en>e9ung ouf unb e$ 
tritt eine anbete (^enbelartige) ein. Sollen für ben legten 
Sugenbltcf, mnn A in B angdommen ift, z unb bie 3iüa^ 
Ü0n )n>ifd^cn v unb* s aud ben ottgemeinen @(ei(^ungen enU 
noaimcn ii^rDcn, fo mup man r'?r für s fe^en, unb kpirb bann 
q4-Cr'ii; + bjk J)urc(^ q' ouögebrücft, fo folgt 

y- W+^Q' W.unb 
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91 it f 0 a b 



S)ic Slufgabe i^Ieibe bie in §• 94., bie STd^fe oi^er fei ein 
S^^Iintcr aum «golbmeffer m hex S&nge b unb bem 

W (jeber CuBiffuf n^iege w'), unb e0 fott ber ©Iber* 
Panb ber ä^pfenreibung ^um ISoeffteienten B«rfi(f|ld^tiat, ber 
gaben aber ald den>i(iS^llDd angefel^en bleiben» 

Sßirb mit 9et6e]^a(tun^ ber 3d^m\pta^ in §, 94. bie 
ScKe me^^r a($ 9JcUe, alfo a nur Hein betrachtet, ber beiber* 
feitd glei4^ iang ]&ert)onagenbe 3<4>f^ a^^r ald burd^gel^enber 
Wttet ©^Ilttbct angefel^en, fo entfter)t, »enn S fld^ auf bie, 
einen l^ol^fen S^linbcr bilbenbe SBelTe tjom ÖetDid^t W, unb 
auf ben ßa^ittt h^icl)t, x aber ben 9tabiud«äiector a^m 
IBinlel ^ für Seibe iqd(^nct, 



m ber 3e<t t 



ea ift aber 
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, unb ful)ftituiii man tiefe äBertl;e in obige ©leid^ungen unb 
fclirei^i 

fo finbet r^: 

Colgz =3 ft; 

Övt 2g^ unb 



VIIL 

^nnwtubun^ btt fßatiativn^sMt4>nun^ auf 
eine tHuf^afte Sted^onif. 

§. 97. 
Aufgabe» 

3tt?ifdf)€n «jn?ei gegebenen, in einer aSerticaUSbene liegen* 
bell $unßeft A tmb B bie (Surioe su bejümmen, in mU^ ein 
fd^werer $tmft l»ott bem ^öl)er liegenben $unTt A ({0 )u bem 
tiefer liegcnben B, tn ber fur^eften 3eit T iHrabfätIt (giq. 25.). 

©d^neiben ft^ bie i;>erticale burd^ A unb bte horizontale 
buf^ B in C, {{I AC » a itnb CB a b gegeben, v^bib A 

13 
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a$ mfcmgßm^ eoorbtnaten, AC da bie X unb 

bie t)origonta(e au6 A ale bie Y gettja^lt, unb ifl b€t 
SItom in bcr 3cü t »on A ioljm ^rnfanö^gcfd^tpinbigfeiO biö 
D gefaOeti unb Ijoi hm, bert eoorbinateit x, y ittfle^örigm 
Sogen AD = s burdj)(aufen wnb am (5nt>e bicfer ßdt t bic 
®<f^tt>mbi9feU v cxlan^t, fo ip, unter y ben SBfnfel tJerftan^^ 
bett, mieten bie Tangente ber &um in D mit bem ^otiaont 
6ttt)et, Ovi = 2gSmy unb ÖS, « V. (g« ifi aber Sintp 
aa 8x. unb <)vt = t)v. -Sst = vöv,^ folgli*^ mrb bie crfie 
©rdd^unfl: vdv. » 2göx., unb l^icrau« folgt, n>eU x unb v 
liio^ldä) anfangen, v* = 4gx, (njie audj^ a«6 §. 73. unb 84* 
fc|cn ]&eri)orgegangen tt)are), alfo, biefen SScrtI) für v in 
88t " V fubjlituirt, unb ds,«dxi für Bst, ^u^Uis^ au(^, 
Vl-Höyv* pir Os, (§. 46.) aefefet, 

bo^er, »am na^ §• 63* z für öy, gefd^rleben t»irb, 

folgt, unb nun bie Slelation jioifd&ett x unb y ju bestimmen 
ip, für welche T ein aUinimum toirb* & iji aber J^ier 

0 =n yilt»! (§. Ö3.)i Olfö. 

Öy< 

8u, = 0 unb 8u, = j^x-FH-öy.* 

unb bie attgemeine ©ebingunjö^Oieic&uns öuy-8(öi0, = 0 
gel^t i^ier über in 
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, ..y! . 1 es 0 ; tt)orauö 



Const 



folgt, ml^t Koitflattte iuxä) p== auögcbrildft tmi&x \oU, 
mim^ ber Ga(cä( etmod Bequemer n^irb. SIu^ bcr ©feid^ung 

yx.ci-F»T.- ~ FS 

unb ^ieroutf nod^ §. 28., 11. unb 0. 

y « --y2rx— x^ + rArcSm^^-=-^ + Coii8l 
ober, wett x unb y sugleid^ anfanßcn foUen, 



y » — l/2rx— x* + rArcCos 



r — X 



r 

t9d[4^ed bie iDertoitgte ®Iei4ittig if), unb bif gemeine ebene 

(St^cfoibe (§. 57.) aiaibrücft, tt)cnn Siv]. 45., F alö ^Infangi^^- 
^)unft bcr ^corbinaten, Fß ald Sld^fe Y unb bie -i^iormalc in F 
auf BF M ^d^fe X angenommen n)irb, bie nod^ }u beftimir 

mcnbc (lonftantc 2r aber bcu !luicl)meffer ^ed 'er^eu^cnDen 
Äreifca beieid^net 

S)ie Seßimmung bet Gonftante r qcU aud ber Sebin^ 

ginu] I;ciiun-, baß y = b iverbcn fcü, ivcnn x t= a unb 
e^ muß bai^er r aud ber iran^cenbenten @Ietc^uug 

b « — y 2ra — a' -4- r • ArcCos — 

entnommen i))erben, tomn a unb b tt)iUfü^riid^ angenommen 
ftnb. mäf)lt man a unb b im fBet^M$ t>on 2 {U fo 

13* 
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ba^ man a«2*r, ba^r fe^m tarn, fo gefd^i^t biefer 
®fei<^ung für jcben SDert^ »on r ®ntfige, «nb fSr biefe SBal^l 

tt)irb B bcr 8df}citefpunft (A isu]. 15.) unt^ A ber ^ux(^f 
fc^nUtdpunft (F Si8* 1^0 ber e^cloioe mit ber ^o^n* 

S)ie Seit T be9 8oVe6 felbß burd^ biefe f)aiU gemeine 
ßj^cloibe AB tx^kit fic^ nun Icid;t aud 



(t>erglei^e bad onnA^ernbe 9iefuUat für ben ^rei^Bogen §. 84.). 
3)enft man ft^ bie gerabe Sinie t^on A nad^ fo ergieU 

jid& bi^ 3at M gaücö auf i^ir, nad^ §. 7,2., 

nnb t$ ml^ä» fic^^^ fomit 



3u bemeifen ifl l^ier nod^ unb leidet nad^^un^eifen, baf, 
wenn man bin Sft'om nuf biefer l^alben ß^cloibe ^on jebem 
beliebigen, ätt)ifc^en A unb B liegenben, 5gunft D au0 ol^ne 
Ibifang^gefc^Koinbi^eit bon D bto B l^erabfaSen lAit, bie eri^ 



$a(b biefe Gycloibe oud^ toutod^ronifd^ ober ifod^ronifd^ ge** 
nonnt loirb* 
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